
 
Iranian Society of Mining Engineering 

(IRSME) 

Iranian Journal of Mining Engineering (IJME) 
Vol 19, No 65, 2025, pp 18-38 

DOI: 10.22034/ijme.2025.2023799.2003 

 

An Integer Programming Mathematical Model for Optimization of Stope 

Boundaries in Underground Mine Operations 
 

Vahid Nikbin1* , Majid Ataeipour2 

1 Assistant Professor, Mining Department, Faculty of Engineering, University of Zanjan; nikbin@znu.ac.ir 
2 Assistant Professor, Faculty of Mining Engineering, Amirkabir University of Technology; map60@aut.ac.ir 

Received: 2024/02/27 - Accepted: 2025/04/06 

ABSTRACT 

Today, underground mining has a small share of mineral production worldwide. However, underground 

mining is expected to receive more attention soon due to the extraction of most surface deposits, increasing pit 

depth, and environmental issues. Stope boundary optimization (SBO), development network, and production 

scheduling are three main problems in underground mine planning, which are affected by numerous 

shortcomings and oversimplifications. To overcome one of these shortcomings, a new Integer Linear 

Programming (ILP) model has been introduced in this article to solve the SBO problem. The new proposed 

model guarantees an optimal solution and could accelerate problem-solving using an efficient variable 

reduction technique. Implementing the new proposed model on a hypothetical example and accurate data 

confirmed its ability to produce robust solutions in a reasonable computation time. We strongly believe that 

further improvement in the solving process is still possible by using variable reduction, decomposition 

methods, or relaxation techniques. 

Keywords 

Optimization, Underground Stopes, Underground Mining, Mathematical Model, Mixed Integer  
Programming

 
* Corresponding author and correspondent 

 

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


An Integer Programming Mathematical Model for … Iranian Journal of Mining Engineering (IJME) 

19 

 

1- INTRODUCTION  

Switching in mining methods from open-pit to underground is a phenomenon we can see 
worldwide. Their main reasons are the extraction of most surface deposits, increasing pit depth, and 
negative environmental impacts due to producing a high amount of waste materials. As a result, the 
role of underground mining as another alternative is frequently highlighted. As a result, it is expected 
that the portion of underground mining in global mineral production will increase to higher levels [1]. 
Therefore, designing efficient optimization methods and software packages is necessary for 
underground mine planners. Stope boundary optimization (SBO), decline network optimization, and 
underground production scheduling are three main problems in underground mine planning that 
suffer from different weaknesses. There is no comprehensive, fast, and rigorous optimization method. 

This article focuses on solving the SBO problem by introducing a new Integer Linear 
Programming (ILP) model. Current optimization methods suffer from one or all of the following 
drawbacks: 

• Different simplifications 

• high runtime 

• producing non-optimal solutions 

• fail to solve Large  scale problems 

 The new ILP model aims to overcome these shortcomings. It guarantees optimal solutions and 

accelerates the solving process regardless of the size of the problem. 

The SBO problem was first addressed using an approximate dynamic programming method, which 

can be used in block-caving mining [2]. This two-dimensional algorithm also fails to find an optimal 

solution and is just proposed for use in a specific underground mining method [3]. After that, and 

especially in recent years, many researchers have tried to solve this problem; however, their methods 

suffer from one or all of the drawbacks above [4-23]. 

 

2- METHODOLOGY 

The following equations introduce A new MILP model (EQs 1-12). Using a binary decision 

variable, we select a stope in our solution. If the value of 𝑦𝑖𝑗𝑘 becomes one, it means that stope 𝑆𝑖𝑗𝑘 

is selected; otherwise, it is not specified. Since the shape of stopes is a cube, overlapping of stopes is 

possible. As a result, the value of all blocks inside the intersection area is counted more than once. 

This problem may lead to wrong decisions. To overcome this challenge, we first recognize these 

blocks by 𝑥𝑖𝑗𝑘 then we find overcounting by 𝛼𝑖𝑗𝑘 . Finally, we subtraction ∑ 𝑝𝑖𝑗𝑘 × 𝛼𝑖𝑗𝑘(𝑖,𝑗,𝑘)  from 

∑ 𝑣𝑖𝑗𝑘 × 𝑦𝑖𝑗𝑘(𝑖,𝑗,𝑘)∈∆ . If block 𝑏𝑖𝑗𝑘 falls in the overlapping area, it means that this block belongs to 

more than one stope, then 𝑥𝑖𝑗𝑘 returnsurns one. 

As shown in Figure 1, suppose that block 𝑏𝑖𝑗𝑘 Falls in the gray color area. This gray area is 

common between stope No.1 and stope No.2. In this situation, the value of both 𝑥𝑖𝑗𝑘 and 𝛼𝑖𝑗𝑘 

variables become one. So, by subtracting 𝑝𝑖𝑗𝑘 From the objective function, its value becomes true. 
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Figure (1): Overlapping of two stopes 

(1 ) 𝑍 = max ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑘 × 𝑦𝑖𝑗𝑘

(𝑖,𝑗,𝑘)∈∆

− ∑ 𝑝𝑖𝑗𝑘 × 𝛼𝑖𝑗𝑘

(𝑖,𝑗,𝑘)

 

Subject to: 

(2 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑦𝑖′𝑗′𝑘′

(𝑖′ ,𝑗′,𝑘′)∈∆|𝑏𝑖𝑗𝑘∈𝑆𝑖′𝑗′𝑘′

= 𝑥𝑖𝑗𝑘 + 𝛼𝑖𝑗𝑘 

(3 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ∆  𝑑𝑥 × 𝑑𝑦 × 𝑑𝑧 × 𝑦𝑖𝑗𝑘 ≤ ∑ 𝑥𝑖′𝑗′𝑘′

(𝑖′ ,𝑗′,𝑘′)∈𝑆𝑖𝑗𝑘

 

(4 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖′𝑗𝑘

𝑖+𝐷𝑥

𝑖′=𝑖

≤ 𝐷𝑥  

(5 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖𝑗′𝑘

𝑗+𝐷𝑦

𝑗′=𝑗

≤ 𝐷𝑦 

(6 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘′

𝑘+𝐷𝑧

𝑘′=𝑘

≤ 𝐷𝑧  

(7 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑥 − 1)(𝑥(𝑖−1)𝑗𝑘 − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖′𝑗𝑘

𝑖+𝑅𝑥−1

𝑖′=𝑖+1

 

(8 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑦 − 1)(𝑥𝑖(𝑗−1)𝑘 − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖𝑗′𝑘

𝑗+𝑅𝑦−1

𝑗′=𝑗+1

 

(9 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑧 − 1)(𝑥𝑖𝑗𝑘(𝑘−1) − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘′

𝑘+𝑅𝑧−1

𝑘′=𝑘+1

 

(10 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ∆ 𝑦𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1} 

(11 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 𝑥𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1} 

(12 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 𝛼𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑈} 
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3- CONCLUSION 

The reasonable anticipations tell us that due to the extraction of most surface deposits, 

environmental issues, and the production of high amounts of waste materials in open-pit mine 

operations, mining companies will pay more attention to underground mining shortly as a more 

profitable method. Despite the critical role of underground mine planning in mining industries, a few 

algorithms and computer programs have been developed in this field compared to open-pit mine 

planning. This is mainly due to the inherent complexity, uncertainty, and variety of underground 

mining methods. The slope boundary optimization problem falls under the category of underground 

mine planning, but it has significant effects on other issues. Although mine planning researchers have 

paid more attention to solving this problem in recent years, we don’t observe a fast, optimal, and 

comprehensive method today. So, a new ILP model is proposed in this article to overcome the current 

shortcomings of the SBO problem. This model is supported by a variable reduction technique to 

produce fast solutions. Implementation of the new proposed model on a lead-zinc deposit confirmed 

that it can provide optimal solutions with less computation efforts. 
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 ژوهشی ه پ مقال

ریزی عدد صحیح مدل برنامه با زیرزمینیهای استخراج معادن سازی محدوده کارگاهبهینه

 بعدی سه

 ٢پور، مجید عطایی*1بینوحید نیک

 nikbin@znu.ac.ir، دانشگاه زنجان؛ استادیار، گروه معدن، دانشکده مهندسی 1
 map60@aut.ac.ir؛  امیرکبیر معدن، دانشگاه صنعتی دانشیار، دانشکده مهندسی 2

 17/01/1404رش: پذی  -  12/08/1402 دریافت:

 چکیده

کارگاه مانند طراحی  این حوزه  مواد معدنی، مسایل مهم طراحی  تامین  اهمیت استخراج زیرزمینی در زنجیره  های استخراج، جانمایی با وجود 

های فراوانی  سازیهای موجود برای حل این مسایل، فرضیات و سادهریزی تولید هنوز به شکل موثری حل نشده است و روشها و برنامهبازکننده 

های استخراج زیرزمینی  ریزی عدد صحیح جدید برای طراحی بهینه کارگاهد. با هدف پر کردن بخشی از خلا موجود، یک مدل ریاضی برنامهدار

می محدودهمعرفی  تعیین  در جستجوی  ارایه شده  ریاضی  مدل  مهم شود.  از  است.  ممکن  اقتصادی  ارزش  بیشترین  با  و  مجاز  ابعاد  با  ترین  ای 

توان به تضمین ارایه جواب بهینه، تسریع زمان حل مساله، امکان اجرا بر روی مسایل بزرگ مقیاس پیشنهادی جدید می ص مدلهای شاخویژگی

های جانبی اشاره کرد.  های و  همچنین حداقل ضخامت لنگههای استخراج دادهو در نظر گرفتن قیود شاخصی مانند حداقل و حداکثر ابعاد کارگاه

آمیز بوده است. با اجرای مدل پیشنهادی های انجام شده بر روی یک مثال فرضی و همچنین یک معدن سرب و روی کاملا موفقیتاعتبارسنجی

ثانیه تعیین    59٢میلیون دلار در مدت زمان    8٢ای شامل شش کارگاه استخراج به ارزش حدود  جدید بر روی کانسار سرب و روی یاد شده محدوده

 شده است.

 

 :لیدیت ککلما

 سازی، محدوده، کارگاه استخراج، مدل ریاضی، عدد صحیح بهینه

 
  نو یسنده مسئول *
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 مقدمه -1

دلیل حجم بالای تولید  ه  محیطی بهای زیستافزایش نگرانی

باطله نسبت  افزایش  و هزینهباطله،  با  و  های حمل  برداری  نقل 

افزایش عمق معدن به همراه کاهش عمده ذخایر سطحی؛ روند  

با روش را به مخاطره  تولید مواد معدنی  استخراج سطحی  های 

این از  است.  پیشانداخته  میرو،  سال بینی  در  آتی  شود  های 

های استخراج  زیرزمینی با جایگزین شدن به جای روش  استخراج

سطحی سهم بیشتری از تولید مواد معدنی را به خود اختصاص  

 . [1]دهد  

معادن زیرزمینی فراوان که در سرتاسر جهان در حال  با وجود  

ها نیز حاکی از افزایش تعداد این معادن  بینی و پیش  اندفعالیت

سازی دلایلی مانند پیچیدگی مدله  رو است، بهای پیشدر سال

روش تنوع  همچنین  کانسار،  و  زیرزمینی  استخراج   های 

این حوزه وجود دارد؛ مساقطعیتعدم    ل  یهای فراوانی که در 

تا معادن  این  است.  طراحی  نشده  حل  موثری  شکل  به  کنون 

کارگاه طراحی  معدن،  بازکننده  شبکه  و طراحی  استخراج  های 

بلوک استخراج  توالی  برنامهتعیین  به  تولید معروف  ها که  ریزی 

مس سه  زیرزمینیااست،  معادن  طراحی  در  مهم  هیچ    اندله  که 

ل گزارش نشده  یون برای حل این مساروش کامل و جامعی تاکن

 است.

سازی محدوده  حدود پنج دهه از ارایه اولین الگوریتم بهینه

گذرد. الگوریتم  می  1های استخراج زیرزمینی توسط ریدلکارگاه 

برنامه منطق  دارای  روش ریدل،  برای  صرفا  و  است  پویا  ریزی 

. دو بعدی بودن، عدم  [2]استخراج تخریب بلوکی ارایه شده است  

تضمین جواب بهینه و محدود شدن به یک روش استخراج خاص؛  

برنامهمهم الگوریتم  ایرادات  ریدل ترین  تقریبی  پویای  ریزی 

له توسط اٌوانیک ا. اولین مدل ریاضی برای حل این مس[3]است

های  با هدف تعیین نقطه شروع و پایان محدوده کارگاه  2و یانگ 

  با وجود استخراج در یک ردیف از مدل بلوکی ارایه شده است.  

ریاضی   مدل  شده توانایی  ب  یاد  بهینه،  جواب  تولید  دلیل  ه  در 

و  تک دوبعدی  مسایل  روی  بر  آن  اجرای  امکان  بودن،  بعدی 

با الهام گرفتن    3. الگوریتم کارگاه شناور [4]بعدی مهیا نیست  سه 

شناور مخروط  الگوریتم  محدوده    4از  تعیین  در  که  )متحرک( 

شود، با هدف تعیین محدوده بهینه نهایی معادن روباز استفاده می

 
1 - Riddle 
2 - Ovanic and Young 
3 - Floating Stope 
4 - Moving Cone 

ه شده است. جواب  یهای استخراج در معادن زیرزمینی اراکارگاه 

تولید شده در الگوریتم کارگاه شناور به قضاوت مهندسی و تجربه  

این  در  جواب  بودن  بهینه  برای  تضمینی  و  است  وابسته  طراح 

الگوریتم با ارزش[5]الگوریتم وجود ندارد   از   5ترین همسایگی . 

سادگی   و  بالا  محاسبات  سرعت  ساده،  منطق  مانند  مزایایی 

نویسی برخوردار است ولی  های برنامهسازی در تمامی زبانپیاده

دلیل منطق جستجومحور آن، همانند الگوریتم کارگاه شناور،  ه  ب

ندارد   را  بهینه  جواب  تولید  بهینه[6]توانایی  الگوریتم  سازی  . 

کارگاه  اٌلیپسمحدوده  اختصار  به  که  یکپارچه  محتمل    6های 

می بهینهنامیده  برای  همکاران  و  جلالی  توسط  سازی  شود 

ای ارایه شده است. اُلیپس محدوده استخراج در کانسارهای رگه

برنامه منطق  آنجادارای  از  و  است  پویا  مدل    ریزی  روی  بر  که 

می  اجرا  خاصی  بلوکی  محدودیت  ،شوداقتصادی  از  های  بعضی 

را   استخراج  کارگاه  میابعادی  الگوریتمی  .کندبرطرف  اُلیپس 

بعدی  های سهدوبعدی است و امکان استفاده از آن بر روی مدل

ای کانسارهای رگهها به  نهایت دامنه کاربرد آن  وجود ندارد و در 

پور با معرفی الگوریتمی  [. جلالی و عطایی7]محدود شده است  

در سعی  گوما،  نام  الگوریتم    به  در  داشته  اُلیپستکمیل  اند. 

له جانمایی بهینه طبقات همزمان با موضوع امس  7الگوریتم گوما

گرفته   نظر  در  طبقه  هر  در  استخراج  بهینه  محدوده  تعیین 

برای  شود.  می و  است  جزگرا  الگوریتم  یک  اُلیپس  الگوریتم 

طبقه  بهینه  یا  پهنه  یک  در  استخراج  محدوده  اقتصادی  سازی 

موضوع   به  بخشیدن  عمومیت  برای  بنابراین  است.  شده  تدوین 

سازی محدوده استخراج زیرزمینی، الگوریتم گوما ارایه شده بهینه

ارتفاع و جانمایی   الگوریتم امکان تعیین تعداد،  این  است که با 

بر روی یک مدل بلوکی  طبقات وجود دارد. الگوریتم فراگیر گوما  

  شود ولی از خاص به نام مدل اقتصادی با ارزش متغیر اجرا می

گیرد دارای  های شمارش کامل قرار میکه در دسته الگوریتم  آنجا

است   بالایی  محاسباتی  مدل  8]پیچیدگی  حسینی  و  جلالی   .]

سازی عدنی را با استفاده از یک گراف شبیهبلوکی دوبعدی ماده م

پیدا کردن    کردند برای  الگوریتم حریصانه دیکسترا  از  و سپس 

استفاده شده است.    یاد شدهمسیر با بیشترین وزن بر روی گراف  

بهینه  محدوده  معرف  دیکسترا  الگوریتم  با  شده  تعیین  مسیر 

است  کارگاه  دوبعدی  مقاطع  در  زیرزمینی  استخراج  .  [9]های 

با هدف تعیین    8الگوریتمی با منطق حریصانه توسط توپال و سنز

5 - Maximum Value Neighborhood 
6 - OLIPS 
7 - GOUMA 
8 - Topal and Sens 
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شکل معرفی شده است که    -های استخراج منظم و مکعبکارگاه 

های حریصانه مانند سادگی، سرعت  های الگوریتماز تمامی ویژگی

هر    ، بردنویسی آسان بهره میاجرای محاسبات بالا و امکان برنامه

. [10]چند در اغلب موارد از رسیدن به جواب بهینه ناتوان است 

روشی بر مبنای الگوریتم جریان شبکه برای تعیین محدوده بهینه 

از کارگاه  استخراج  اطراف یک دویل در روش  استخراج در  های 

و همکاران پیشنهاد شده است. روش    1طبقات فرعی توسط بای 

شده بلوکی   یاد  مدل  جای  تمام  به  که  مرسوم  و  متداول  های 

اندازه بلوک یک  و  متحدالشکل  استوانه  اندها  بلوکی  مدل  ای  از 

. در یک مطالعه دیگر، بای و همکاران روش  [11]  کند استفاده می 

ادغام   جستجومحور  الگوریتم  یک  با  را  شبکه  به    کردندجریان 

بهینه کارگاه  تعیین محدوده  برای  آن  از  بتوانند  های  نحوی که 

. دامنه کاربرد محدود  کننداستخراج در اطراف چند دویل استفاده  

از مهم بهینه  تولید جواب  در  کارآیی  عدم  روش  و  ترین معایب 

های استخراجی که طراحی کارگاهبرای  .  [12]  استجریان شبکه  

و همکاران با ارایه یک   2از لحاظ ژئومکانیکی پایدار باشند، نلیس

. الگوریتم  [13]اند  مدل ریاضی سعی بر غلبه بر این مشکل داشته 

های  ارایه شده توسط ساندانیاک و همکاران توانایی تولید جواب

الگوریتم سایر  به  نسبت  مشابه  بهتری  محور    دارد های جستجو 

الگوریتم سایر  همانند  این ولی  موجود،  جستجومحور  های 

الگوریتم نیز در ارایه تضمین برای بهینه بودن جواب عاجز است 

هوی[14] مس  3.  همکاران  بهینهاو  محدوده  له  همزمان  سازی 

ها را بررسی  های استخراج زیرزمینی و جانمایی بازکننده کارگاه 

های اصلی معدن  با این حال از میان انواع مختلف بازکننده  کردند، 

. الگوریتمی حریصانه که [15]فقط چاه در نظر گرفته شده است 

برد برای تعیین محدوده بهینه  ریزی پویا بهره می از منطق برنامه

های استخراج زیرزمینی در روش استخراج از طبقات فرعی  کارگاه 

 .  [16]توسط ساری و کومرال پیشنهاد شده است 

برنامه مدل  یک  همکاران  و  چند  فروغی  عدد صحیح  ریزی 

های استخراج و سازی همزمان محدوده کارگاههدفه برای بهینه

ریزی تولید معادن زیرزمینی در روش استخراج از طبقات برنامه

شود  اند که با استفاده از الگوریتم ژنتیک حل میفرعی ارایه داده

برنامه[17] مدل  یک  تعیین  .  برای  دودویی  صحیح  عدد  ریزی 

ای پرشیب  کانسارهای رگههای استخراج در  محدوده بهینه کارگاه 

 
1 - Bai 
2 - Nelis 
3 - Hou 
4 - Furtado 
5 - Sari and Kumral 

نیک عطایی توسط  و  جواب بین  تولید  است.  شده  پیشنهاد  پور 

این روش تضمین می شود، هر چند دامنه کاربرد آن بهینه در 

الگوریتم    . [18]صرفا به نوع خاصی از کانسارها محدود شده است  

بین و همکاران با هدف کاهش زمان  الگوی جستجو توسط نیک

های ریاضی سابق ارایه شده است.  ای مدلانجام محاسبات رایانه

بهینه یا بسیار نزدیک به جواب بهینه در یک زمان    تولید جواب

مهم از  کوتاه  ویژگیبسیار  جستجو  ترین  الگوی  الگوریتم  های 

دسته  در  نیز  روش  این  نامبرده،  مزایای  وجود  با  است. 

تولید الگوریتم  برای  تضمینی  و  گرفته  قرار  محور  جستجو  های 

و همکاران با ارایه یک    4. فورتادو[ 19]کند  جواب بهینه ارایه نمی

ریزی عدد صحیح تصادفی، عدم قطعیت ناشی از عیار  مدل برنامه

هزینه بازکنندهو  کارگاههای  طراحی  در  را  معدن  های  های 

اند. به دلیل تعداد زیاد متغیرهای تصمیم،  استخراج در نظر گرفته

این مدل از زمان اجرای محاسبات بسیار بالایی برخوردار است 

که کاربرد آن را در اجرای مسایل بزرگ مقیاس با مشکل روبرو 

مناطق پرعیار را شناسایی کردند    5. ساری و کومرال[20]کند  می

از روش خوشه های  بندی سعی در جانمایی کارگاهو با استفاده 

از طبقات فرعی   از روش استخراج  استخراج در طبقات مختلف 

اند. حل مساله با این روش به کاهش موثر زمان حل مساله  داشته

می است  منجر  غیربهینه  آن  جواب  ولی  و  [21]شود  ستوده   .

های استخراج  همکاران برای تسهیل تعیین محدوده بهینه کارگاه

ای با رابط کاربری مناسب در محیط زیرزمینی یک برنامه رایانه

برنامه داده  #Cنویسی  زبان  رایانهتوسعه  برنامه  این  از اند.  ای 

کارگاه  محدوده  تعیین  برای  ساندایاک  استخراج  الگوریتم  های 

می تعیین   . [22]کنداستفاده  برای  جستجومحور  الگوریتم  یک 

طبقات فرعی   های استخراج در روش استخراج ازمحدوده کارگاه

و همکاران ارایه شده است. در این روش با حذف    6توسط مورالس 

نیستند،  کارگاه  پایدار  ژئوتکنیکی  لحاظ  از  که  استخراجی  های 

تعداد متغیرهای مساله کاهش یافته که در تسریع زمان حل موثر  

است ولی به دلیل ماهیت جستجومحور آن تضمینی برای تولید 

با ترکیب    7. نهلکو و موسینگوینی[ 23]جواب بهینه وجود ندارد  

سعی در کاهش    9و ژنتیک   8دو الگوریتم فرابتکاری ازدحام ذرات

از زمان حل مساله داشته  اند. مقایسه این روش با نتایج حاصل 

بهبود چند درصدی در جواب را نشان داده    10نرم افزار دیتاماین

6 - Morales 
7 - Nhleko and Musingwini 
8 - Particle Swarm Optimization 
9 - Genetic 
10 - Data mine Software 
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است هرچند روش یاد شده نیز از رسیدن به جواب بهینه ناتوان 

عدم  [24]است   گرفتن  نظر  در  با  همکاران  و  قلندری  شامی   .

تعیین محدوده   برای  شناور  کارگاه  الگوریتم  از  عیاری،  قطعیت 

های استخراج در روش تخریب بلوکی استفاده کردند  بهینه کارگاه 

ای که توسط اسماعیلی و همکاران انجام شده  . در مطالعه[25]

کارگاه  ابعاد  حداکثر  سیستم  است،  از  استفاده  با  استخراج  های 

استطبقه شده  تعیین  سنگ  توده  الگوریتم   ،بندی  از  سپس 

کارگاه  بهینه  محدوده  تعیین  برای  شبکه  استخراج جریان  های 

طبقات  از  استخراج  روش  با  که  کانسار مس  یک  در  زیرزمینی 

. یک مقاله مروری [26]ستفاده شده است  ا  کند،فرعی فعالیت می 

های استخراج زیرزمینی در سال در زمینه طراحی بهینه کارگاه

ها، دامنه کاربرد،  به چاپ رسیده است که به مرور ویژگی   2022

روش ضعف  و  قوت  مینقاط  موجود  آخرین [27]پردازد  های   .

-های تعیین محدوده بهینه کارگاهمقاله مروری در زمینه روش

انجام   موسینگوینی  و  موتاندوا  توسط  زیرزمینی  استخراج  های 

گرایش مفاهیم،  موضوعات،  است.  مکانی  شده  اطلاعات  ها، 

در   کتابشناختی  اطلاعات  سایر  و  پیشین  مقالات  نویسندگان 

های موجود در این مقاله به صورت جامع ها و الگوریتمزمینه روش

 .[28]و کامل مورد نقد و بررسی قرار گرفته است 
های  سازی محدوده کارگاههای موجود برای بهینه تمام روش

استخراج زیرزمینی از یک یا چند مورد از ایرادات کلی زیر رنج  

ریاضی پیشنهادی جدید سعی شده است تا    برند که در مدلمی

 حد امکان بر این ایرادات غلبه شود.

 های فراوانسازیفرضیات و ساده -

 عدم ارایه تضمین برای تولید جواب بهینه  -

 حصول به جواب در یک زمان طولانی -

 ل بزرگ مقیاس یعاجز ماندن در حل مسا -

 بعضی از قیود مهم و اساسی  کردنعدم لحاظ  -

های موجود در طراحی کارگاه   بخشی از خلا  کردنبا هدف پر  

ریزی عدد صحیح  معادن زیرزمینی، در این مقاله یک مدل برنامه

ارایه   زیرزمینی  استخراج  بهینه  محدوده  تعیین  برای  جدید 

ای )دوبعدی(  ، از کانسارهای رگهشود. دامنه کاربرد این مدلمی

شود و در قیاس با سایر موجود بعدی( را شامل می ای )سهتا توده

 . دارداز چندین مزیت عمده 

ب بهینه  تولید جواب  ریاضی مدله  تضمین  ها،  دلیل ماهیت 

له،  ابعدی، تسریع فرآیند حل مسل سهیامکان اجرا بر روی مسا

روش  کردنلحاظ   و  قیود مهم  از  در  بعضی  کاربرد  قابلیت  های 

روش مهمتمامی  از جمله  زیرزمینی  معادن  استخراج  ترین های 

دلیل  ه  . بانداین مقالههای مدل پیشنهادی ارایه شده در  شاخصه

مدل که  خاصی  از    ساختار  استفاده  با  دارد  شده  ارایه  ریاضی 

هایی مانند تجزیه بندرز یا آزادسازی قیود زمان حصول الگوریتم

له به میزان قابل توجهی قابلیت کاهش یافتن دارد.  ابه جواب مس

های قابل اجرا در مقیاس عملیاتی، به غیر از با هدف تولید جواب

کارگاه ابعاد  حداقل  ابعاد  قید  حداکثر  قید  دو  استخراج  های 

لنگهکارگاه  استخراج و حداقل ضخامت  نیز در  های  های جانبی 

 های استخراج در نظر گرفته شده است. طراحی کارگاه 
 

 مساله  فی تعر  - ٢

چالپیاده  حفاری  حفاری،  الگوی  خرجسازی  گذاری،  ها، 

و   گرد  کاهش  هدف  )با  تهویه  انفجار(،  انفجار،  از  ناشی  غبار 

گیری، بارگیری و باربری؛ مراحل اصلی در یک چرخه از تولید لق

می شامل  را  زیرزمینی  استخراج  عملیات  با  معدنی  شوند  مواد 

(. با توجه به نوع عملیات، درجه مکانیزاسیون و روش 1)شکل  

و   نفرات  از  متفاوتی  تعداد  همواره  استفاده؛  مورد  استخراج 

کارگاه ماشین درون  مختلف  ظرفیت  دارای  استخراج آلات  های 

حضور دارند. بنابراین واضح است برای سهولت در روند فعالیت  

ماشین ایمن  مانور  و  کارگاهکارگران  است  ضروری  های  آلات، 

استخراج زیرزمینی طراحی شده توسط طراحان معدن دارای یک 

)شکل   باشند  مشخص  ابعاد  تعیین2حداقل  بنابراین  محل    (. 

های استخراج که از یک حداقل ابعاد در سه جهت اصلی  رگاه کا

اقتصادی   با تضمین دستیابی به بیشترین سود  برخوردار باشند 

کارگاه محدوده  تعیین  در  اصلی  هدف  استخراج ممکن  های 

 زیرزمینی است. 
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 ]٢9[چرخه عملیات تولید معادن زیرزمینی  -1شکل 

 

 
 چالزنی جامبو در روش استخراج کند و آکند   -٢شکل 

 

 سازی ریاضی مدل - 3

مدل تشریح  از  پیشنهادی،  برنامه  پیش  صحیح  عدد  ریزی 

از علایم و نشانه روابط و  فهرستی  به کار رفته در طراحی  های 

 تعریف شده است.  1شده به اختصار در جدول مدل یاد 

سازی موجود های بهینهگیری در تمامی روشمبنای تصمیم

بهینه مساله  حل  کارگاه برای  محدوده  استخراج سازی  های 

زیرزمینی، انتخاب یا عدم انتخاب یک بلوک به عنوان جزیی از  

های ریاضی که تاکنون برای حل محدوده بهینه است. در مدل 

این مساله گزارش شده است، از متغیرهای تصمیم دودویی برای 

شود. برخلاف رویه  پذیر استفاده میهای استخراجشناسایی بلوک

تصمیممدل مبنای  سابق،  در  های  ارایه   دلمگیری  پیشنهادی 

ها ای از بلوکشده در این مقاله، انتخاب یا عدم انتخاب مجموعه

آن چیدمان  که  کارگاه  است  یک  معرف  یکدیگر  کنار  در  ها 

ا ابعاد  حداقل  با  مدلاستخراج  این    ست.  در  پیشنهادی  ریاضی 

مقاله علاوه بر تضمین جواب بهینه، زمان تولید جواب را نیز به 

دهد و به دلیل ساختار خاص آن مقدار قابل توجهی کاهش می

می کارگیری  انتظار  به  یا  معتبر  روابط  از  استفاده  با  بتوان  رود 

هایی چون تجزیه بندرز و یا آزادسازی قیود، نسبت به الگوریتم

اقدامات مساله  حل  زمان  مبنای    کاهش  آورد.  فراهم  موثرتری 

ریاضی جدید، کارگاهگیری در مدلتصمیم با حداقل  های  هایی 

ها در فضای دوبعدی به صورت ابعاد است که شکل این کارگاه 

سه فضای  در  و  مستطیل  مکعب  یک  یک  صورت  به  بعدی 

بنابراین هر مجموعه3مستطیل است )شکل   از  (.  های بلوکای 

دهنده یک  ها در کنار یکدیگر، تشکیلاستخراجی که چیدمان آن

تواند به عنوان یک جواب کارگاه استخراج با حداقل ابعاد باشد، می

های استخراج با بلوک مبنا یا بلوک  موجه برای مساله باشد. کارگاه

شوند. بلوک مبنای یک کارگاه استخراج  مرجع خود معرفی می

های مرتبط یا آن کارگاه  های واقع در مجموعه بلوکیکی از بلوک
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استخراج است که اندیس آن در هر سه جهت مختصاتی از سایر  

های  (. کارگاه3ها کمتر باشد )بلوک نارنجی رنگ در شکل  بلوک

شوند. به عنوان مثال  های مبنای خود معرفی میاستخراج با بلوک 

  𝑏𝑖𝑗𝑘، کارگاهی است که بلوک مبنای آن 𝑆𝑖𝑗𝑘کارگاه استخراج 

های استخراج در سه  است. از آنجا که حداقل ابعاد تمامی کارگاه

 بیان  𝑑𝑧، و  𝑑𝑦با    𝑑𝑥به ترتیب برابر با    𝑧و    𝑥  ،𝑦جهت اصلی  

  𝑆𝑖𝑗𝑘های مرتبط با کارگاه استخراج  شود، بنابراین سایر بلوکمی

شوند. متغیر تصمیم  به آسانی مشخص می  1با استفاده از رابطه  

نشان    𝑦𝑖𝑗𝑘پیشنهادی از نوع دودویی است که با    اصلی در مدل 

به  داده می اخذ کند  این متغیر مقدار یک  شود. در صورتی که 

استخراج   کارگاه  که  است  آن  محدوده    𝑆𝑖𝑗𝑘معنای  از  بخشی 

صورت این کارگاه هیچ  استخراج و جواب مساله است، در غیر این

 نقشی در جواب مساله ندارد.

 

 های ریاضی جدیدفهرست علایم مورد استفاده در  طراحی مدل  -1جدول 

 تعریف  نوع علامت 

𝑖, 𝑖′  های بلوک در جهت محور اندیس اندیس𝑥 

𝑗, 𝑗′  های بلوک در جهت محور اندیس اندیس𝑦 

𝑘, 𝑘′  های بلوک در جهت محور اندیس اندیس𝑧 

𝑏𝑖𝑗𝑘 بلوک واقع در موقعیت   پارامتر(𝑖, 𝑗, 𝑘) 

𝑝𝑖𝑗𝑘 ارزش اقتصادی بلوک  پارامتر𝑏𝑖𝑗𝑘 

𝑑𝑥 حداقل طول کارگاه استخراج در جهت محور  پارامتر𝑥 

𝑑𝑦 حداقل طول کارگاه استخراج در جهت محور  پارامتر𝑦 

𝑑𝑧 حداقل طول کارگاه استخراج در جهت محور  پارامتر𝑧 

𝐷𝑥 حداکثر طول کارگاه استخراج در جهت محور   پارامتر𝑥 

𝐷𝑦 حداکثر طول کارگاه استخراج در جهت محور   پارامتر𝑦 

𝐷𝑧 حداکثر طول کارگاه استخراج در جهت محور   پارامتر𝑧 

𝑅𝑥 های جانبی در جهت محور  حداقل ضخامت لنگه پارامتر𝑥 

𝑅𝑦 های جانبی در جهت محور  حداقل ضخامت لنگه پارامتر𝑦 

𝑅𝑧 های جانبی در جهت محور  حداقل ضخامت لنگه پارامتر𝑧 

𝑀 یک عدد مثبت بزرگ  پارامتر 

𝑆𝑖𝑗𝑘  کارگاه استخراج دارای حداقل ابعاد و بلوک مبنای   مجموعه

𝑏𝑖𝑗𝑘 
 های مبنا )مرجع(مجموعه بلوک مجموعه  ∆

𝛤  هایی که در محدوده تاثیر بیش از یک  مجموعه بلوک مجموعه

 کارگاه استخراج قرار دارند.

𝑣𝑖𝑗𝑘 ارزش اقتصادی کارگاه استخراج  پارامتر𝑆𝑖𝑗𝑘 

𝑦𝑖𝑗𝑘 متغیر تصمیم دودویی برای نشان دادن انتخاب یا عدم   متغیر تصمیم

 𝑆𝑖𝑗𝑘انتخاب کارگاه استخراج  

𝑥𝑖𝑗𝑘 متغیر تصمیم دودویی برای تعیین همپوشانی دو یا   متغیر تصمیم

,𝑖)چند کارگاه استخراج در موقعیت  𝑗, 𝑘) 

𝛼𝑖𝑗𝑘 متغیر تصمیم گسسته برای شناسایی تعداد مازاد   متغیر تصمیم

 در تابع هدف 𝑏𝑖𝑗𝑘شمارش ارزش بلوک 

𝑈 حد بالای متغیر   پارامتر𝛼𝑖𝑗𝑘 
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 با حداقل ابعاد 𝑺𝒊𝒋𝒌کارگاه استخراج  -3شکل 

 ر یروش  کاهش متغ  - 1- 3

توان پیش از حل مساله، مقادیر بعضی از  در برخی مواقع می

از مساله کنار  متغیرهای تصمیم را حدس زد و سپس آن ها را 

نام دارد و در اغلب موارد  "  کاهش متغیر"گذاشت. چنین روشی  

سازی مدل، نسبت به کاهش زمان حل مساله موفق عمل  با سبک

با می که  تصمیم  متغیرهای  از  دسته  آن  حذف  بنابراین  کند. 

آن مقادیر  بتوان  بالا  احتمال  درصد  با  یا  کامل  از  قطعیت  را  ها 

بخشد. در  پیش تعیین کرد، روند دستیابی به جواب را تسریع می

های مبنای  سازی ارایه شده در این مقاله، برای بلوکفرآیند مدل

متغیر تصمیم دودویی تعریف    متناظر با هر کارگاه استخراج یک 

های مبنا به معنای کاهش  شود. بنابراین کاهش تعداد بلوکمی

از بین مجموعه تم متغیرهای تصمیم است.  بلوکتعداد  های  ام 

الگوریتممبنای موجود در مساله، بلوک از  های  هایی که با یکی 

شده انتخاب  جواب  عنوان  به  موجود  محور  شانس  جستجو  اند، 

مجدد برای قرار گرفتن در جواب نهایی مدل جدید را نیز دارند.  

برعکس این قضیه نیز صادق است، یعنی اگر بلوکی در جواب یک  

الگوریتم جستجومحور وجود نداشته باشد، این احتمال )هر چند  

نیز وجود نداشته   اندک( وجود دارد، در جواب یک روش دیگر 

الگوریتم  بیشتری  بلوکی در جواب تعداد  اگر  باشد. واضح است 

 جستجومحور وجود نداشته باشد، شانس انتخاب آن با روش دیگر  

 
1 - Floating Stope 

 

کاهش   هدف  با  واقع  در  است.  صفر  حتی  یا  متغیرهای  ناچیز 

بلوک با  مرتبط  بلوکدودویی  شناسایی  مبنا،  مبنایی  های  های 

مطرح است که شانس ناچیزی برای انتخاب مجدد دارند. بدین  

های جستجومحور موجود چنین منظور ابتدا در جواب الگوریتم

گذاشته  بلوک کنار  مساله  از  سپس  و  شده  شناسایی  هایی 

 شوند. می

از   پیش  منظور،  مدلبدین  اجرای   اجرای  با  پیشنهادی، 

الگوریتم،   این  خارجی  پوش  تعیین  و  شناور  کارگاه  الگوریتم 

می بلوک تعیین  آن  مبنای  بلوکهای  مجموعه  اگر  های  شوند. 

نشان داده شود، این مجموعه برابر   𝛥مبنای مدل پیشنهادی با  

کارگاه شناور است. با   های مبنای الگوریتمبا مجموعه تمام بلوک

های استخراجی بررسی استفاده از چنین رویکردی، صرفا کارگاه 

شوند که شانس بالایی برای قرار گرفتن در جواب نهایی مساله  می

مان حل مساله  رود زدارند. در نتیجه این کاهش متغیر، انتظار می

 به نحو موثری کاهش یابد. 

(2) Δ=RFS 

 که در آن:

RFS خهارجی الگوریتم کهارگهاه  ههای مبنهای در پوش  مجموعهه بلوک

   1شناور

(1) 
Sijk= {b

i'j'k
':∀i'∈{i,…,i+dx-1},j'∈{j,…,j+dy-1},k'∈{k,…,k+dz-1}} 
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 ریزی عدد صحیحمدل برنامه - ٢-3

( از متغیرهای تصمیم  16تا    5مدل ریاضی پیشنهادی )روابط  

)مانند  کارگاه𝑦𝑖𝑗𝑘  دودویی  انتخاب  عدم  یا  انتخاب  برای  های  ( 

)مانند   می   ( 𝑆𝑖𝑗𝑘استخراج  کارگاهاستفاده  استخراج کند.  های 

ثابت و مشخص  های مستطیلمکعب ابعاد  اند. این امکان  دارای 

محتمل است که با همپوشانی دو یا چند کارگاه استخراج، ارزش  

ها بیش از یک بار در مقدار تابع هدف محاسبه تعدادی از بلوک

و   شناسایی  مشترک  نواحی  ابتدا  دارد  ضرورت  بنابراین  شود. 

بلوک ارزش  تابع هدف کسر  سپس  از  نواحی  این  در  واقع  های 

یه مشترک مربوط به دو یا چند کارگاه  شود. اگر یک بلوک در ناح

مقدار متغیر تصمیم   آنگاه  یک است.    𝑥𝑖𝑗𝑘استخراج قرار بگیرد 

برای تعیین تعداد مازاد شمارش ارزش بلوک    𝛼𝑖𝑗𝑘متغیر تصمیم  

𝑏𝑖𝑗𝑘  ناحیه با رنگ  4رود. به عنوان مثال مطابق شکل  به کار می ،

   خاکستری بین هر دو کارگاه استخراج یک و دو مشترک است و

بلوک  بار  تمام  به جای یک  بگیرند  قرار  ناحیه  این  در  که  هایی 

بار محاسبه می تابع هدف، دو  ارزش در  این  محاسبه  شوند. در 

صورت مقدار تابع هدف با مقدار واقعی محدوده متفاوت است و  

شود.  منجر  مدل  با  نادرست  تصمیمات  اتخاذ  به  است  ممکن 

های دارای  بلوک  αغیر  بنابراین در چنین حالتی با استفاده از مت

می شناسایی  مازاد  رنگ شمارش  خاکستری  ناحیه  چون  شوند. 

بلوک ارزش  است،  مشترک  استخراج  کارگاه  دو  بین  های  صرفا 

شود. در  واقع در این ناحیه به جای یک بار، دو بار محاسبه می

بلوک تمام  برای  مدل  شرایطی  ناحیه چنین  این  در  واقع  های 

بار ارزش    گیرد و با کسر یکرا برابر با یک در نظر می  αمقدار  

بلوک از تابع هدف، مقدار تابع هدف به مقدار واقعی آن تبدیل  

های این ناحیه مشترک مقدار شود. در واقع برای تمام بلوک می

های این ناحیه  برابر با یک است و با کسر ارزش بلوک  αمتغیر  

(𝑉𝑏) شود.  از تابع هدف، ایراد همپوشانی برطرف می 

 

 همپوشانی دو کارگاه استخراج -4شکل 

ارزش  کارگاه  اول  = 𝑉𝑎 + 𝑉𝑏 

ارزش  کارگاه  دوم  = 𝑉𝑏 + 𝑉𝑐 

ارزش  ناحیه  مشترک  = ∑ 𝛼𝑣 = 𝑉𝑏 

ارزش  محدوده  = ارزش  کارگاه  اول  + ارزش  کارگاه  دوم  − ارزش  ناحیه  مشترک  = 𝑉𝑎 + 𝑉𝑏 + 𝑉𝑐 

بیان    16تا    5ریزی عدد صحیح با روابط  مدل ریاضی برنامه

است.  می شده  تشکیل  بخش  دو  از  مدل،  این  هدف  تابع  شود. 

بلوک ارزش  هدف،  تابع  اول  در  بخش  واقع  کارگاه  های  یک 

هایی که  گیرد و در بخش دوم آن، بلوکاستخراج را در نظر می

ها محاسبه شده است از تابع هدف کسر بار ارزش آنبیش از یک

قید  می چپ  سمت  عبارت  کارگاه 6شود.  تعداد  معرف  های  ، 

بلوک   که  است  داده  bijkاستخراجی  پوشش  مقدار  را  اگر  اند. 

عبارت سمت چپ صفر باشد چون عبارت سمت راست نیز صفر  

متغیر   می  αijk  و  xijkاست هر دو  اتخاذ  این  مقدار صفر  کنند. 

بدین معناست که بلوک یاد شده در درون هیچ کارگاه استخراجی 

برابر با یک باشد    6گیرد. اگر عبارت سمت راست قید  قرار نمی

از نوع دودویی است، صرفا دو    xijkآنگاه با توجه به اینکه متغیر  

اند.  محتمل  (1,0)=(xijk, αijk)و    (0,1)=(xijk, αijk)ترکیب  

مقدار غیر صفر اتخاذ کند    𝛼𝑖𝑗𝑘اگر متغیر    7ولی با توجه به قید  
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باید حتما مقدار یک داشته باشد. بنابراین تنها    xijkآنگاه متغیر  

و مقدار    αijkترکیب مجاز و قابل قبول مقدار صفر برای متغیر  

متغیر   برای  بلوک    xijkیک  اگر  معناست  بدین  این   bijkاست. 

مقدار صفر   𝛼𝑖𝑗𝑘توسط یک کارگاه پوشش داده شود، چون متغیر  

اگر   آخر،  حالت  در  و  نیست  مازادی  دارای هیچ شمارش  دارد، 

(  Nعددی بیشتر از یک )مانند    6مقدار عبارت سمت چپ قید  

کارگاه استخراج    Nدر درون    bijk  باشد، بدین معناست که بلوک 

شود.  بار بیشتر از حد لزوم محاسبه می  N-1  قرار دارد و ارزش آن

و    (0,N)=(xijk, αijk)در چنین حالتی مجددا فقط دو ترکیب  

(xijk, αijk)=(1,N-1)    قید است.  انتخاب   7محتمل  اجازه 

دهد بنابراین تنها ترکیب قابل قبول اخذ مقدار ترکیب اول را نمی

N-1    برای متغیرαijk    و مقدار یک برای متغیرxijk    است. در این

های  است،  تمام شمارش  N-1برابر با    αijkحالت چون مقدار متغیر  

 شود. توسط بخش دوم تابع هدف کسر می  bijkمازاد ارزش بلوک  

افتد که  واضح است شمارش مازاد یک بلوک زمانی اتفاق می

آن بلوک در محدوده بیش از یک کارگاه استخراج قرار گیرد. در  

های استخراجی که در برگیرنده یک  ابتدا مجموعه تمام کارگاه

مانند   با    bijkبلوک  و  شده  شناسایی  داده    𝐶𝑖𝑗𝑘است،  نشان 

)رابطه  می بلوک    Cijk(. در واقع  3شود  پوشای  معرف مجموعه 

bijk    است. اگر تعداد اعضای مجموعهCijk    ،بیش از یک عضو باشد

از یک کارگاه    bijkبه این معناست که بلوک   در محدوده بیش 

استخراج قرار دارد. در این صورت مختصات بلوک یاد شده در  

 (.4شود )رابطه ( ذخیره می𝛤مجموعه گاما ) 

(3) 𝐶𝑖𝑗𝑘 = {(𝑖′, 𝑗′, 𝑘′) ∈ 𝛥 | 𝑏𝑖𝑗𝑘 ∈ 𝑆𝑖′𝑗′𝑘′} 

(4) 𝛤 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) | |𝐶𝑖𝑗𝑘| > 1} 

 

 

 
 نمایش مجموعه گاما برای یک مثال فرضی شامل شش کارگاه استخراج  -5شکل 

 

،  𝑥های استخراج در سه جهت  محدودیت حداکثر ابعاد کارگاه 

𝑦    و𝑧    که برای   8شود. در قید  بیان می  10تا    8به ترتیب با روابط

ارایه شده   𝑥محدود کردن طول کارگاه استخراج در جهت محور  

𝐷𝑥است، وضعیت   + شود. واضح است  بلوک متوالی بررسی می  1

𝐷𝑥اگر تمام   + بلوک یاد شده انتخاب شوند، آنگاه طول کارگاه    1

بزرگتر   𝐷𝑥یا همان    𝑥استخراج از حداکثر طول مجاز در جهت  

شود. بنابراین برای جلوگیری از چنین تصمیمی با مدل مطابق  می

تعداد    9قید   𝐷𝑥برای  + تصمیم    1 متغیرهای  متوالی،  بلوک 

توانند مقدار یک اتخاذ کنند. قیود  بلوک می  𝐷𝑥متناظر با حداکثر  

نیز با ساختاری مشابه برای برقراری محدودیت حداکثر    10و    9

 اند. طراحی شده 𝑧و   𝑦طول کارگاه استخراج در دو جهت 

که برای لحاظ کردن محدودیت حداقل    11  همچنین در قید 

پایه طراحی شده است،    𝑥های جانبی در جهت محور  ضخامت 

اگر یک بلوک در گوشه یک پایه قرار بگیرد آنگاه لازم است تعداد  

𝑅𝑥 − تا    بلوک   1 بگیرند  قرار  پایه  درون  در  نیز  آن  مجاور 

پایه ابعاد  باشد.    𝑥ها در جهت  محدودیت حداقل  برقرار  همواره 

نیز با ساختاری مشابه برای برقراری محدودیت    13و    12قیود  

پایه ضخامت  جهت  حداقل  دو  در  جانبی  طراحی   𝑧و    𝑦های 

 اند. شده
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(5) 𝑍 = max ∑ 𝑣𝑖𝑗𝑘 × 𝑦𝑖𝑗𝑘

(𝑖,𝑗,𝑘)∈∆

− ∑ 𝑝𝑖𝑗𝑘 × 𝛼𝑖𝑗𝑘

(𝑖,𝑗,𝑘)

 

Subject to: 

(6 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑦𝑖′𝑗′𝑘′

(𝑖′,𝑗′,𝑘′)∈∆|𝑏𝑖𝑗𝑘∈𝑆𝑖′𝑗′𝑘′

= 𝑥𝑖𝑗𝑘 + 𝛼𝑖𝑗𝑘 

(7) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ∆ 𝑑𝑥 × 𝑑𝑦 × 𝑑𝑧 × 𝑦𝑖𝑗𝑘 ≤ ∑ 𝑥𝑖′𝑗′𝑘′

(𝑖′,𝑗′,𝑘′)∈𝑆𝑖𝑗𝑘

 

(8) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖′𝑗𝑘

𝑖+𝐷𝑥

𝑖′=𝑖

≤ 𝐷𝑥 

(9) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖𝑗′𝑘

𝑗+𝐷𝑦

𝑗′=𝑗

≤ 𝐷𝑦 

(10) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘′

𝑘+𝐷𝑧

𝑘′=𝑘

≤ 𝐷𝑧 

(11) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑥 − 1)(𝑥(𝑖−1)𝑗𝑘 − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖′𝑗𝑘

𝑖+𝑅𝑥−1

𝑖′=𝑖+1

 

(12) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑦 − 1)(𝑥𝑖(𝑗−1)𝑘 − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖𝑗′𝑘

𝑗+𝑅𝑦−1

𝑗′=𝑗+1

 

(13) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 (𝑅𝑧 − 1)(𝑥𝑖𝑗𝑘(𝑘−1) − 𝑥𝑖𝑗𝑘) ≤ ∑ 1 − 𝑥𝑖𝑗𝑘′

𝑘+𝑅𝑧−1

𝑘′=𝑘+1

 

(14) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ∆ 𝑦𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1} 

(15) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 𝑥𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1} 

(16 ) ∀(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝛤 𝛼𝑖𝑗𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑈} 

 

 

 اعتبارسنجی  - 4

مدل مثال  اعتبارسنجی  یک  از  استفاده  با  پیشنهادی  های 

روی انجام شده است و نتایج    های یک معدن سرب وفرضی و داده

کننده جواب بهینه در یک زمان  ها تضمینحاصل از اجرای مدل

 منطقی است.

 مثال فرضی  - 1- 4

اثبات کارآیی و عملکرد مدل از    با هدف  ارایه شده،  ریاضی 

( شامل پنج  6یک مدل بلوکی اقتصادی فرضی دوبعدی )شکل  
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ردیف و هفت ستون برای اعتبارسنجی اولیه استفاده شده است.  

و    𝑥های استخراج در دو جهت  در این مثال، حداقل ابعاد کارگاه 

𝑦   به ترتیب برابر با سه و یک بلوک در نظر گرفته شده است. از

ارزش با  الگوریتم  دو  که  در  آنجا  حریصانه  و  همسایگی  ترین 

الگوریتم سایر  با  معمولا  مقایسه  موجود  محور  جستجو  های 

کند، از این دو الگوریتم به  هایی با ارزش بیشتر تولید میجواب

عنوان مبنای مقایسه نتایج استفاده شده است. جواب تولید شده  

( و الگوریتم حریصانه 7ترین همسایگی )شکل  ارزشبا الگوریتم با  

واحد پولی است. در صورتی    62و    58( به ترتیب برابر با  8)شکل  

،  9که جواب تولید شده با مدل ریاضی پیشنهادی، مطابق شکل  

های  واحد پولی است. با توجه به اینکه الگوریتم  63دارای ارزش  

های حداکثر ابعاد  ترین همسایگی و حریصانه محدودیتبا ارزش

گیرند،  ها را در نظر نمیکارگاه استخراج و حداقل ضخامت لنگه

ریاضی   مدل  برای  نامبرده  قیود  نتایج،  مقایسه  امکان  هدف  با 

ده غیرفعال شده است. به عبارت  جدید در حل مثال فرضی یاد ش

دیگر مدل ریاضی جدید در حل این مثال فرضی فقط قید حداقل  

 ابعاد کارگاه استخراج را لحاظ کرده است.

 
 مدل بلوکی اقتصادی فرضی -6شکل 

 
 ]30[ واحد  58ترین همسایگی، به ارزش محدوده تعیین شده با الگوریتم باارزش -7شکل 

 
 ] 3[ واحد   6٢محدوده تعیین شده با الگوریتم حریصانه، به ارزش  -8شکل 

 
 د واح 63محدوده تعیین شده با مدل ریاضی جدید پیشنهادی، به ارزش   -9شکل 
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 مطالعه موردی - ٢- 4

دادن   نشان  مسایل  برای  حل  در  پیشنهادی  مدل  توانایی 

واقعی و بزرگ مقیاس از اطلاعات یک معدن استفاده شده است.  

از  معدن یاد شده دارای ذخیره سرب و روی بوده که فهرستی 

های واقع در مدل  آمده است. بلوک  2اطلاعات کلی آن در جدول  

متر   10بلوکی این کانسار متحدالشکل، یک اندازه و دارای ابعاد  

)شکل   است  جهات  تمامی  ابعاد  10در  حداقل  همچنین   .)

متر در هر سه جهت اصلی در    30های استخراج برابر با  کارگاه

سازی موجود به های بهینهنظر گرفته شده است. عمده الگوریتم

نتایج جواب و  فراخوانی شده  این مساله  تولید  منظور حل  های 

نشان   3ر جدول  ها به همراه زمان حصول به جواب دشده با آن

ریزی های برنامهداده شده است. با توجه به ماهیت ریاضی مدل 

ها امکان تضمین جواب بهینه را دارند عدد صحیح، تنها این مدل

های جستجومحور در تولید جواب بهینه برای  و شانس الگوریتم

مسایل بزرگ مقیاس تقریبا ناچیز است. مدل ریاضی پیشنهادی  

ی مشابه با جواب مدل ریاضی ارایه شده توسط  در این مقاله، جواب

می نیک تولید  همکاران  و  به  بین  دستیابی  زمان  چند  هر  کند. 

جواب با کاربرد این روش به میزان محسوسی کاهش یافته است.  

بنابراین در حال حاضر مدل ریاضی ارایه شده در این مقاله، تنها  

بهینه در  سازی موجود است که امکان تولید جواب  روش بهینه

شود با به کار بردن  ترین زمان ممکن را داراست. ادعا میسریع

رابطهروش کردن  اضافه  مانند  ریاضی  هایی  مدل  به  معتبر  های 

از الگوریتم تجزیه بندرز احتمال   پایه، آزادسازی قیود یا استفاده

چشم میزان  به  مساله  حل  زمان  است.  کاهش  میسر  گیری 

ای مورد استفاده برای انجام محاسبات مشخصات سیستم رایانه

جدول   سایر   4در  در  اینکه  به  توجه  با  است.  شده  بیان 

لنگهالگوریتم  ضخامت  حداقل  قیود  موجود  و  های  جانبی  های 

شود، با هدف اینکه های استخراج لحاظ نمیحداکثر ابعاد کارگاه

ها از ها بر روی یک مساله واحد اجرا شوند و تمام آنتمام روش

ط یکسانی برخوردار باشند، در اجرای مدل پیشنهادی ارایه  شرای

شده در این مقاله بر روی مطالعه موردی یاد شده، صرفا قیود  

سایر  و  است  گرفته شده  نظر  در  استخراج  کارگاه  ابعاد  حداقل 

 . قیود غیرفعال شده است

 مشخصات مدل بلوکی ذخیره سرب و رویهای ورودی و داده -٢جدول  

 واحد مقدار  پارامتر 

 - 4368 های مدل بلوکی تعداد بلوک

 درصد 83/0 متوسط عیار سرب 

 درصد 84/4 متوسط عیار روی 

 متر  𝑥 10ها در جهت  ابعاد بلوک

 متر  𝑦 10ها در جهت  ابعاد بلوک

 متر  𝑧 10ها در جهت  ابعاد بلوک

 متر  𝑧 30و    𝑥  ،𝑦های استخراج در هر سه جهت  حداقل طول کارگاه

 متر  𝑧 50و    𝑥 ،𝑦های استخراج در هر سه جهت  حداکثر طول کارگاه

 متر  𝑧 20و    𝑥  ،𝑦های جانبی در هر سه جهت  حداقل ضخامت لنگه

 

 ذخیره سرب و رویهای موجود و مدل ریاضی جدید پیشنهادی بر روی نتایج تولید شده با الگوریتم -3جدول 

 فاصله تا جواب بهینه )درصد(  زمان حل )بر حسب ثانیه(  مقدار تابع هدف )دلار(  سازی روش بهینه 

 27/12 1 061,149,114 [ 5]کارگاه شناور  

 62/4 1 732,109,124 [ 6]ترین همسایگی  با ارزش

 02/21 1 863,766,102 [ 10]توپال و سنز  

 87/0 1 078,982,128 [ 3]حریصانه  

 38/0 2 947,617,129 [ 17]  1الگوی جستجو  

 01/0 132 152,103,130 [ 17]  2الگوی جستجو  

 0 2274 124,119,130 [12]مدل ریاضی  

 0 707 124,119,130 مدل ریاضی پیشنهادی 
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 ای مورد استفاده برای انجام محاسباتمشخصات سیستم رایانه -4جدول 

 ( RAMحافظه دسترسی تصادفی ) (CPUواحد پردازش مرکزی ) نوع سیستم 

 Core i5 @ 2.40 GHz 4.00 GB بیتی   64

 

 

 مدل بلوکی عیاری ذخیره سرب و روی   -10شکل  

 

با در نظر گرفتن تمام قیود، مدل ریاضی پیشنهادی توانسته  

  ای شامل تعداد شش کارگاه استخراج مستقل با است، محدوده

ثانیه   52دقیقه و    9دلار را در زمان    256,128,82مجموع ارزش  

شکل   در  محدوده  این  کند.  است.  11پیدا  شده  داده  و    نشان 

ریاضی جدید    تعیین شده با مدل  برشی قائم از محدوده همچنین  

 نشان داده شده است. 12در شکل 

 
حداقل و حداکثر  هایهای استخراج زیرزمینی تعیین شده با مدل ریاضی پیشنهادی و با در نظر گرفتن محدودیتبهینه کارگاهمحدوده  -11شکل 

 های جانبیهای استخراج و حداقل ضخامت لنگهابعاد کارگاه
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 Y=75 mریزی عدد صحیح پیشنهادی در برنامهبرش قائم از محدوده تعیین شده با مدل  -1٢شکل 

 گیری نتیجه  - 4

میپیش ذخایر  بینی  عمده  استخراج  مانند  دلایلی  به  شود 

نگرانی زیستسطحی،  حجم  های  از  ناشی  تولید  محیطی  بالای 

معدن در  هزینهباطله  افزایش  و  روباز  و  کاری  حمل  های 

از تولید مواد معدنی در  باطله برداری؛ سهم استخراج زیرزمینی 

های آتی بسیار بیشتر از وضعیت کنونی باشد. با وجود نقش  سال

مواد معدنی   تولید  در  استخراج زیرزمینی  فراوانی که  اهمیت  و 

سازی ذخایر زیرزمینی،  مدل  دارد بنا به دلایلی مانند پیچیدگی

روش در  زیاد  وجتنوع  استخراج،  تاثیرگذار  های  فاکتورهای  ود 

های متعدد؛ در قیاس با روش استخراج روباز قطعیتفراوان و عدم

الگوریتم ای این حوزه روند کند و  های رایانهها و برنامهطراحی 

معاد طراحی  در  مهم  مسایل  از  یکی  دارد.  ن  نامحسوسی 

های استخراج است که با  سازی محدوده کارگاهزیرزمینی، بهینه

تلاش ضعفوجود  و  نواقص  از  هنوز  شده  انجام  رنج  های  هایی 

ریزی عدد صحیح برد. در این مقاله از یک مدل ریاضی برنامهمی

های استخراج زیرزمینی جدید برای تعیین محدوده بهینه کارگاه 

سازی ارزش  ریاضی ارایه شده، بیشینهاستفاده شده است. در مدل  

های استخراج زیرزمینی همزمان با در نظر گرفتن  محدوده کارگاه 

های استخراج در هر سه محدودیت حداقل و حداکثر ابعاد کارگاه 

های  جهت طولی، عرضی و عمقی و همچنین حداقل ضخامت پایه

ریاضی جدید با روش کاهش متغیر    جانبی انجام شده است. مدل

به میزان   تقویت شده نتیجه آن زمان حل مسایل  است که در 

اعتبارسنجیقابل قبولی کاهش می ثابت  یابد.  انجام گرفته  های 

مدل  است  در   کرده  بهینه  جواب  تضمین  بر  علاوه  پیشنهادی 

کنند. با اجرای مدل  کاهش زمان حل مسایل نیز مفید عمل می

بر   علاوه  روی  و  سرب  ذخیره  یک  روی  بر  جواب جدید  تولید 

 ثانیه کاهش یافته است.   707به    2274بهینه، زمان حل مساله از  
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