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 چکیده
مصالح سنگي  تعیین پارامترهای مکانیک شکستاز اين رو . دهدتحت مد ترکیبي رخ مياغلب  ها آنو گسترش ترک در سازه های سنگي  شکست    

-مختلف برای اندازه هندسهبا ي يهانمونه. استشروع و گسترش ترک بسیار ضروری  عنوان معیاری برایبه ،(IIو  Iچقرمگي مد ) کیبيدر حالت مد تر

همچنین و های حفاری مغزهدلیل در دسترس بودن به( CSCBD) با يک ترک مرکزیديسکي  هنمون ولي .شده استاستفاده  شدهبیانی مترهااگیری پار

بر مبنای روش المان مرزی ( 2DFPM)يک برنامة عددی مطالعه  ايندر  .استفاده شده استبیشتر توسط محققین مختلف  ،سازیهسهولت آماد

نحوة گسترش و  هتوسعه داده شد،داردتوسعة ترک  سازی مدلدر  بسیار مناسبيکه قابلیت ((Displacement Discontinuity)جابجايي -ناپیوستگي)

 Higher)ی مرتبة بالا ها ناالماز برای افزايش دقت محاسبات . شدترک بررسي  های مختلفهندسهدر  مرکزیکي دارای ترک های ديسترک در نمونه

Order Elements )توسعه داده عددی  برنامة اعتبارسنجيمنظور به. شده است استفادهترک اطراف آن و المان نوک  سازی مرز ترک و محیطبرای مدل

 ،و عددی با استفاده از برنامة عددیاز مسائل دارای حل تحلیلي تعدادی  مکانیک شکستايند رشد ترک و استخراج پارمترهای فرسازی در مدلشده 

 زاويةکه های ديسکي نشان داد مطالعة عددی گسترش ترک در نمونه .دشنتايج ارائه شده توسط ديگر محققین مقايسه  آن باشد و نتايج  سازی مدل

فاکتور شدت تنش ايجادی در های کششي و فشاری و بازشدگي، تنشبر میزان  امتداد بارگذاری و همچنین طول ترکنسبت به  زیمرکترک قرارگیری 

 .مسیر گسترش شکستگي در نمونة ديسکي مي باشند هکننداين عوامل تعییننوک ترک تأثیر داشته و 
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 دمهمق -5

فرض واقع بینانه که تمام اجسام  اینمکانیک شکست بر اساس 

های شبیه ترک هستند و این نواقص دلیل شروع دارای نقص

-بهاغلب این نواقص که . ده استششکست در جسم هستند، بنا 

صورت حفره یا نواقص توانند بهشوند، میعنوان ترک مدل می

توده سنگ دربرگیرندة در . جود داشته باشندغیر خطی دیگر و

عوارض ساختاری همانند نیز به دلیل وجود  سنگیهای هساز

مفاهیم مکانیک شکست  هاها و گسلها، حفرات، شکستگیدرزه

 در برابر بارهای آنپایداری و مقاومت صادق بوده و بنابراین 

وم با استفاده از مفه بایستمی اعمالیاستاتیکی و دینامیکی 

ترین کارکرد مکانیک شکست مهم. شودمکانیک شکست ارزیابی 

 شکست سنگسنگ توانایی آن در برقراری ارتباط میان مقاومت 

 های موجود و همچنین چقرمگی شکستبا هندسه ترک یا ترک

که با توجه به این. است (مقاومت سنگ در برابر گسترش ترک)

 دارند،فتار ترد ترین عامل گسیختگی در مصالح سنگی که رمهم

بنابراین محاسبة چقرمگی شکست برای درک  استتوسعه ترک 

لازم به . استهای سنگی بسیار با اهمیت چگونگی رفتار سازه

مکانیک شکست در حل بسیاری از مسائل ذکر است که 

مهندسی سنگ همانند انفجار، شکست هیدرولیکی، حفاری، 

 .کاربرد دارد غیرههای زیرزمینی و روباز و پایداری سازه

ها و مصالح دهد که توسعة ترک در سازهنتایج مطالعات نشان می

و همچنین نحوة  ها آندلیل ماهیت ترد بودن سنگی به

های موجود در آن، در امتداد صفحة ترک صورت بارگذاری

 انجام 1نگرفته و بنابراین گسترش ترک در حالت مدهای ترکیبی

 شدهانجامکه اغلب تحقیقات  دهدنشان میها بررسی .شدخواهد 

روی حالت ساده در حوضة مکانیک شکست سنگ اغلب 

و  IIمد شکست  هر چند. متمرکز بوده است Iمد  یعنی بارگذاری

های دادهولی هنوز  اخیراً دارای توجهاتی بوده I-IIمد ترکیبی 

کمیاب نسبتاً های بارگذاری چقرمگی شکست برای این حالت

های سنگی اغلب در که شکست سازهه اینبا توجه ب. باشندمی

بنابراین ضروری  شودمی انجام I-IIو یا مد ترکیبی  IIحالت مد 

ها صورت است که مطالعة گسترش ترک تحت این بارگذاری

 . پذیرد

 هوسیلههای سنگی بههای بررسی پایداری سازیکی از روش

ر د. استی عددی ها روشمفهوم مکانیک شکست استفاده از 

در حل مسائلی که در  2های عددی، روش المان مرزیان روشمی

ها به سرعت نسبت سطح به حجم کوچک است و تنش ها آن

بنابراین این روش قدرتمند عددی . استکنند کارآمدتر تغییر می

ر د .[1،2] است شدهطور گسترده در مکانیک شکست استفاده به

-ز به المانک بعد مسئلة و عدم نیادلیل کاهش یاین روش به

-ندی مرزها و سطح ترک، میزان دادهببندی سطح و تنها با المان

به شدت  3ها و زمان محاسبات نسبت به روش المان محدود

که یک ( DDM)4جابجایی -روش ناپیوستگی. یابدکاهش می

سازی مسائل برای مدلاست  1روش المان مرزی غیرمستقیم

لازم . شودیمگسترش ترک در مکانیک شکست سنگ استفاده 

جابجایی مشکلات مربوط -به ذکر است که در روش ناپیوستگی

 . به مش بندی مجدد مسئلة وجود ندارد

به همراه   ناپیوستگی با المان مرتبة بالا -اخیراً روش جابجایی

المان نوک ترک برای حل مسائل مربوط به گسترش ترک 

گذاری رهمی مرتبة بالا با بها نادر الم .[2-1]است شدهاستفاده 

تواند به دو، هر المان مرتبة بالا می)  المان ها -نقاط مرکزی زیر

دقت محاسبات افزایش ( المان تقسیم شود-سه و یا چهار زیر

در نوک ترک نیز با استفاده از   همچنین مشکل یکتایی. یابدمی

 .شودالمان نوک ترک برطرف می

مراه المان نوک در این مطالعه روش المان مرزی مرتبة بالا به ه

های سنگی دیسکی نمونهدر  ترکمنظور بررسی گسترش ترک به

ترک میانی با . است شدهاستفاده  دارندکه ترک میانی  شکل

. است شدهمطالعه های مختلف زوایای مختلف و همچنین طول

های و همچنین تنش میانیفاکتور شدت تنش در نوک ترک 

ترک زیابی روند گسترش برای اراطراف آن کششی ایجاد شده در 

. دشدنمحاسبه  های مختلفحالتدر بینی مسیر آن و پیش

تأثیر آن مختلف و  هایحالتدر  ترک و لغزش میزان بازشدگی

 . دیگر پارامتر مورد مطالعه بوده استبر چگونگی توسعة ترک 

ها در حالت دو بعدی، سازیلازم به ذکر است که کلیة مدل

 .است انجام شدهالاستیسیتة خطی ای و با فرض کرنش صفحه

 

مکانیک شکست الاستیک خطي و معیارهای  -2

 گسترش ترک

های مختلف بارگذاری روی نوک یک ترک منجر به تشکیل حالت

در حالت کلی، نوک  .های مختلف تغییرشکل خواهد شدحالت

تواند تحت تنش عمودی یک ترک در حالت الاستیک خطی می

σ تنش برشی ،iτ 0و تنش برشی  1درون صفحهτ  بیرون از
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بنابراین یک ترک . باشد ها آنیا ترکیبی از هر کدام از   1صفحه

مسطح و هموار با ضخامت صفر دارای سه نوع مود اصلی برای 

، مود کشش Iاین مودها شامل مود  .تغییرشکل نوک ترک است

، مود لغزش یا برشی در یک صفحه و مود IIیا باز شدگی، مود 

IIIهر گونه . دگی یا برش در دو صفحه هستندش، مود پاره

گیری بارگذاری شده باعث شکلبیانترکیبی از دو یا سه مود 

بنابراین بر هم نهی این سه مود اصلی برای . ترکیبی خواهد شد

های کلی تغییر شکل نوک ترک و شرح و توصیف اغلب حالت

 . میدان تنش کافی است

واند بوسیلة پارامترهای تتأثیر بارهای وارده بر گسترش ترک می

معینی که شدت تنش و کرنش را در نزدیکی نوک ترک مشخص 

که معرف حوزة تنش  هایکی از این پارامتر. دشوکنند، بیان می

ضریب شدت  استدر نوک ترک در حالت الاستیک خطی 

گیری نیروهای هدف از تحلیل شدت تنش، اندازه .است 11تنش

که با استفاده از این پارامتر  کننده بر نوک ترک استواقعی عمل

کند یا در شرایط پایدار توان تخمین زد که آیا ترک رشد میمی

 .ماندباقی می

تحلیلی، عددی، تجربی  مختلف هایضرایب شدت تنش از روش

های عددی تخمین در روش. و تقریبی قابل محاسبه هستند

و طور معمول بر اساس دو دیدگاه محاسبة تنش فاکتور تنش به

بر اساس دیدگاه تغییر شکل، با . شودیا تغییرشکل انجام می

ی نزدیک ها نامحاسبة میزان تغییرشکل رخ داده بر روی الم

 . دکرتوان ضرایب شدت تنش را محاسبه نوک ترک می

ضرایب شدت تنش در یک المان ناپیوسته، با محاسبة اختلاف 

المان های برشی و عمودی دو سوی المان، در مرکز جابجایی

های بر اساس میزان تغییرشکل. شوندنوک ترک برآورد می

عددی مورد استفاده عمودی و برشی محاسبه شده در روش 

و  KI)مود یک و دو یب شدت تنش ا، ضر(جابجایی -ناپیوستگی)

KII ) 4[قابل دستیابی هستند 1با استفاده از رابطة[: 
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نصف طول  aپارامترهای الاستیک سنگ،  و   در این رابطه

ترتیب میزان تعییر شکل عمودی و برشی به xDو  yDترک و 

 .باشنددر المان نوک ترک می

برای میدان تنش ( IIKو  IK) IIو  Iمود  ضرایب شدت تنش

عنوان توانند بهشوند و میدر نوک ترک محاسبه می 12تکینه

کند که یک ترک، زمانی رشد می. کار روندمعیار شکستگی به

IK  یاIIK د که در این نقطه شوار آستانه برابر با مقد

I ICK K  وII IICK K است .ICK  وIICK ترتیب به

ترک  گسترش .چقرمگی مود یک و مود دو شکست مواد هستند

 IKزمانی رخ خواهد داد که ترکیب خاصی از مقادیر 

)،IIKو , )I IIf K K به مقدار بحرانی( , )c I IIf K Kبرسد .

)مقدار , )c I IIf K K عنوان پوش چقرمگی شکست در حالت به

Iعنوان پوشیا به I-IIمد ترکیبی  IIK Kشودیم شناخته .

اساسی برای مطالعة گسترش  این پوش با استفاده از سه معیار

شکستگی و یافتن جهت گسترش آن در حالت شکست ترکیبی 

، معیار (Criterionσ-) 13که شامل معیار تنش مماسی حداکثر

و معیار  (G-Criterion)14حداکثرکرنشی نرخ آزادسازی انرژی 

-قابل پیش ستا (S-Criterion)11چگالی انرژی کرنشی حداقل

لازم به ذکر است که این . (] 12و  11،  1[) باشدبینی می

و با نتایج تجربی  شدهمعیارها توسط محققین مختلفی بررسی 

 (.1شکل )اند نیز مقایسه شده
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گسترش مختلف پوش های چقرمگی شکست برای معیارهای  :5 شکل

 .[13] کست ترکیبیترک در حالت ش
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Iتخمین پوش  IIK K  شامل تعیین مقادیرICK  وIICK  و

( IIKوIK)همچنین زوج داده هایی از فاکتورهای شدت تنش 

 .است I-IIبرای یک ترک تحت بارگذاری مد ترکیبی 

 اسات ای با هندسة خاص نیااز  نمونه ها ادهدبرای دستیابی به این 

 II، مد خاالص  Iکه ترک درون آن بتواند در سه حالت مد خالص 

هاا  تارین نموناه  یکی از مناسب. دشوبارگذاری  I-IIو مد ترکیبی 

-و انادازه ( I/II)برای مطالعة فرآیند شکست در حالات ترکیبای   

ساکی  گیری چقرمگی شکست در مصالح ترد، استفاده از نمونة دی

-ها که باه این نمونه .[14- 1] شکل دارای ترک میانی می باشد

گیاری مقاومات   منظور اندازهطور گسترده در آزمایش برزیلین به

در مطالعة پارمترهاای مکانیاک    شوند میکششی مصالح استفاده 

شکل ) اندشکست سنگ در حالت مد ترکیبی کاربرد فراونی یافته

2 .) 

 
برای تخمین ( CSCBD)نة برزیلی نمای شماتیک نمو :2شکل 

  و حالت ترکیبی I،IIچقرمگی شکست مد 

های نزدیک نوک ترک بیشاتر از مقاومات مااده     مقدار تنش چون

، ناحیه نزدیک (نهایت است ها بی در نوک ترک تنش)سنگ است 

-به ای با مرکزیت نوک ترک و شعاع  نوک ترک به شکل دایره

-مؤلفاه در معیار مبتنای بار   . شودرض میعنوان زون پلاستیک ف

( )های تنش مماسی مؤلفههای تنش، روی محیط این دایره، 

)و تنش برشی  r )هاا  مؤلفهبا استفاده از این . شودمحاسبه می

و پارامترهااای مقاااومتی کااه عبارتنااد از تاانش مماساای بحراناای 

، توانایی (مقاومت برشی)نش برشی بحرانی و ت( مقاومت کششی)

هاا کاه   مؤلفاه هار کادام از    .ترک در ادامة رشد بررسی می شاود 

زودتر به مقدار بحرانی خود برسد، ترک در حالت متناارر باا آن   

کند و جهت رشد ترک در راستایی خواهد بود کاه  رشد می مؤلفه

 .است بیشینهمقدار تنش متنارر، 

ای تحات تانش   هاا رفتاار شاکننده   سانگ با توجه با اینکه اغلب 

 KICدهند، چقرمگی ماود یاک شکسات    کشش از خود نشان می

هماراه معیاار تانش مماسای     ( تحت شرایط کارنش صافحه ای  )

معرفی شده  .[ 1] 1که بوسیلة اردوغان و سی( معیار)ماکزیمم 

بینای گساترش شکساتگی    ای بارای پایش  طور گساترده است به

وسیلة محققین زیادی اساتفاده  هاین معیار که ب. شود استفاده می

 است با نتایج آزمایشاگاهی نیاز تطاابس بسایار خاوبی دارد      شده 

اولین محققینای بودناد کاه     [ 1]اردوغان و سی  .[ 1- 2، 11]

ای را بارای  مسئلة گسترش تارک تحات بارگاذاری غیار صافحه     

ایان معیاار بار پایاة     . دناد کربررسی ()محاسبة تنش مماسی 

 :فرضیات زیر استوار است

انتشار ترک از نوک آن آغاز شاده و مسایر توساعة آن     -

 .نسبت به صفحة اصلی ترک است θدارای زاویة 

شروع رشد ترک درامتداد تانش مماسای حاداکثر رخ     -

 :می دهد

 (2) 0









0یا  
r

    و
2

0
2

 








 

دهد که تنش مماسی حاداکثر  رشد ترک زمانی رخ می -

بااه مقاادار بحراناای تعریااف شااده باارای ماااده برسااد   

(m c  ). 

جهت رشد ترک باه راساتای تانش مماسای حاداکثر       -

 .عمود است

اثار   های برشی را به خودی خود در رشد ترک بی این معیار، تنش

های برشای را در میازان بازشادگی تارک و      تنشداند ولی اثر  می

 .کندافتد، لحاظ می جهتی که حداکثر بازشدگی اتفاق می

دهاد و در  رخ می mبا توجه به اینکه تنش حداکثر در راستای 

، با استفاده از رواباط موجاود در   استاین راستا تنش برشی صفر 

تانش کششای قابال     مکانیک شکسات الاساتیک خطای میازان    

 :[ ] استمحاسبه 

(3)  
2

sin cos
1 2 2

cos 0
22

(1 3sin )
2

m m
I

m
r m

m
II

K

r
K



 






 
 

  
 
  

 

 :آیددست میبه صورت رابطة زیر به mبا حل این رابطه، 
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(4)  
21 1

2 tan ( ) ( ) 8
4 4

I I

m

II II

K K
arc

K K
   

 
 
 

 

صورت زیر این معیار بر اساس چقرمگی شکست برای مود یک به

 :شودبیان می

(1) 
3

cos 3 tan
2 2

(0.866 )

m m

I II

IC IIC

K K

K K

 
 

 
   

برای ارزیابی توانایی ترک در ادامة گسترش خاود ماورد    1رابطة 

اگر مقدار عبارت سمت چپ معادله برابار  . استفاده قرار می گیرد

تواند به رشد خود اداماه  د، ترک میشویا بیشتر از چقرمگی ماده 

با افزایش باار  . شوددهد، در غیر این صورت رشد ترک متوقف می

وان نیاروی لازم بارای گساترش تارک و ارضاا شادن       توارده می

 .[11]معادلة بالا را تأمین کرد 

دهاد کاه   حل تحلیلی مسائل مربوط به گسترش ترک نشان مای 

ها و تغییر شکل های موجود در جلاوی ناوک تارک کاه باا      تنش

تغییار   rو  نسبت به آن قرار دارند به ترتیب با نسبت rفاصلة 

در مجااورت   rبنابراین بارای نشاان دادن تغییارات    . کنندمی

نوک ترک نیاز به المان ویژة ناوک تارک بارای افازایش دقات و      

بدین منظور المان ویژة ناوک  . شودکارایی محاسبات احساس می

برای رفع تکینگی ناوک   (]4[) ترک ارائه شده توسط شو و کروچ

 . دشترک استفاده 
 

 روش عددی مورد استفاده -3

صااورت در روش المااان ماارزی معااادلات دیفرانساایلی حاااکم بااه

شوند و سپس این ای بر روی مرز تبدیل میهای مشخصهانتگرال

صورت عددی بار روی اجازای محایط کاه گسساته      ها بهانتگرال

های عددی، کاه در  دیگر روشهمانند . شونداند، محاسبه میشده

شرایط مرزی باید ارضاا شاوند، در نهایات یاک سیساتم از       ها آن

معادلات جبری خطی از مجموع معادلات حاکم بر اجزای مسئله 

 . شودپدیدار می

تواند برای حل مسائلی با هندساة  روش المان مرزی به خوبی می

هاا  قریببا وجود اینکه در این روش تمام ت. شودپیچیده استفاده 

 هاا  آنشود ولی این روش برای نواحی که در روی سطح انجام می

کنند دقت بهتاری نسابت باه روش    متغیرها به سرعت تغییر می

ساازی  در این روش تا قبل از مرحلة گسساته . المان محدود دارد

بندی حاکم بر مسئله وارد نشاده و  محیط، هیچ تقریبی بر فرمول

هاا در  ای اسات کاه تماام گاره    ونهگبندی بهاز طرف دیگر فرمول

ایان دو عامال مهام هماراه باا حجام       . ارتباط با یکدیگر هساتند 

روش المان . معادلات کمتر، بر دقت بیشتر این روش افزوده است

کاه در  مرزی قادر است یک محیط تنشی شامل ترک را بدون آن

بندی باشد، همزمان های رشد طول ترک نیاز به تجدید المانگام

 . طول آن تحت بارگذاری اعمالی، مدل نماید با رشد

و   1مساتقیم طاور کلای باه دو روش غیار    روش المان مارزی باه  

. اناد شود که به موازات هم توسعه داده شدهتقسیم می  1مستقیم

ی مرز است ها ناروش غیرمستقیم دارای مفهوم فیزیکی روی الم

در حالی که روش مساتقیم یاک تکنیاک ریاضایاتی اسات و باه       

روش المان مرزی غیرمستقیم به دو . ی پتانسیل ارتباط داردتئور

  2جابجااایی -و ناپیوسااتگی( FSM)11گااروه تاانش موهااومی  

(DDM ) شوند میتقسیم .DDM  ای در حال  طاور گساترده  باه

 استفاده شاده مسائل مربوط به گسترش ترک و مکانیک شکست 

بنادی مجادد در   به ماش  DDMاین امر به دلیل عدم نیاز . است

 .استگسترش ترک هنگام 

 (DDM)جابجايي -روش ناپیوستگي -5-3

جابجااایی کااه یااک روش المااان ماارزی      -روش ناپیوسااتگی

توسعه داده شاده   (]22و  21[) 21غیرمستقیم است توسط کروچ

ای از مجموعاه  22در ایان روش باا اساتفاده از تواباع تاأثیر     . است

-معادلات جبری که تنها ناشی از شرایط مرزی هستند شکل می

سازی در این روش عددی شامل گسسته سازی مدلفرآیند . دگیر

جابجایی است کاه  -مرز بوسیلة تعداد مشخصی المان ناپیوستگی

و تشاکیل معاادلات    هاا  نابا برآورد توابع تأثیر هر کدام از این الم

کااه باعااث ایجاااد مقاادار  23جبااری مربوطااه، میاازان ناپیوسااتگی

-ده محاسبه مای ها بر روی مرز شها و تغییر شکلمشخص تنش

 .شوند

سازی مساائل گساترش تارک در مکانیاک     این روش برای مدل 

در ایان روش  . شکست سانگ بسایار کااربردی و مناساب اسات     

تغییر شکل ناشای از  )میزان تغییر شکل عمودی و موازی با ترک 

باه راحتای   ( بازشدگی ترک و تغییر شکل ناشی از لغازش تارک  

تواند تخمین تانش  روش میطور ویژه، این هب. قابل محاسبه است

و تغییرشکل برای مسائلی همانند یک ترک خمیاده، یاک تارک    

متقاطع و یک ترک دارای نیروهای اصطکاکی را ساهولت بخشاد   

[1]. 
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که در امتاداد محاور    2aجابجایی با طول  -یک المان ناپیوستگی

x  دو ساطح   .نشاان داده شاده شاده اسات     3قرار دارد در شکل

باه دو   yتوانند در امتاداد محاور   جابجایی می -المان ناپیوستگی 

 .تقسیم شوند (-y= 0)و بخش منفی  (+y=0)بخش مثبت 

 

 

 

 

 

 

 

 
 جابجایی -در روش ناپیوستگی  24المان ثابت : 3شکل 

تغییرشکل، یک تغییر ثابت را در عباور از یاک طارف ساطح باه      

و  Dxبنابراین مقادیر ثابت تغییرشاکل  . کندطرف دیگر تحمل می

Dy نوشته شود 1-4تواند به صورت رابطة می : 

 ( ) 
( ,0 ) ( ,0 ),

( ,0 ) ( ,0 )

x x x

y y y

D u x u x

D u x u x

 

 

 

 
 

نشان داده شده اسات   3در شکل  Dyو  Dxقرارداد علامت مثبت 

[4]. 

های ناشی از جابجایی افقی و عمودی ها و تغییرشکلمیزان تنش

نهایات،  جابجایی، در یک محیط بای  –یک المان ثابت ناپیوستگی

21برحساب تواباع ساازگار    xر در امتداد محو
f(x,y)  وg(x,y)   باه

 (. 1111شو و کروش، ) ارائه شده است   و   صورت روابط 

( ) 

, ,

, .

, ,

, .

2(1 )

(1 2 )

(1 2 )

2(1 )   

x x y xx

y x xy

y x x xy

y y yy

u D f yf

D g yg

u D f yf

D g yg









   

  

   

 

  

  

  

  

 

 

2 2 , ,

2 , ,

2 ,

2   , ,

2 2 , ,

2 ,

GD f yfxy xyyxx x

GD g ygy yy yyy

GD yfyy x xyy

GD g ygy yy yyy

GD f yfxy x yy yyy

GD yg xyyy







  



  



  



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
( )  

 

و بقیة توابع، f,x, g,x, f,y, g,yمدول برش و  Gدرروابط ارائه شده، 

 yو  xنسابت باه    g(x,y)و f(x,y)جزئی تواباع ساازگار   مشتقات 

 .[23]هستند 

ی خطای و کوادراتیاک   ها آنمنظور افزایش دقت محاسبات، المبه

در الماان خطای هار الماان     . اناد توسعه داده شاده  DDدر روش 

. اسااتدارای دو گااره و در المااان کوادراتیااک دارای سااه گااره   

جابجایی بار   –تگیدر روش ناپیوس  2محاسبات المان کوادراتیک

کاه باا بارهم نهای      ، 2گیری تحلیلی از توابع شکلاساس انتگرال

جابجاایی هماراه    -ی خطای ناپیوساتگی  ها ناکوادراتیک روی الم

 .[23] باشند، انجام می شودمی

 

 بندی معادلات جبری خطيفرمول -2-3

طاور  ای باه دو نوع شرایط مرزی در مساائل الاستیسایتة صافحه   

گیرد که شامل شارایط مارزی تانش    قرار میمعمول مورد توجه 

n)عمودی و برشای  
i
= (n

i
sو  0(

i
= (s

i
و شارایط مارزی   ( 0(

un)تغییر شکل عمودی و برشای  
i
= (un

i
usو  0(

i
= (us

i
. اسات  (0(

این شرایط مرزی روی مرکز هر کدام از زیر المان های یک المان 

در  بناابراین براسااس رواباط موجاود    . شوندکوادراتیک اعمال می

هاای تانش یاا تغییار شاکل روی      مؤلفه، DDفرمولاسیون روش 

توانند با استفاده از ضرایب تاأثیر  میi (i=1, 2, 3, …, N )المان 

باه مقاادیر   (  و   ها در رواباط  عبارات موجود در درون کروشه)

 .[21]مرتبط شوند  jجابجایی بر روی المان -ناپیوستگی

ای معادلاه  2  (N=3N)بنابراین یاک سیساتم معاادلات جباری     

جابجاایی   -مجهول از اجازای ناپیوساتگی   2 (N=3N)برای حل 

 :وجود خواهد داشت

Dx 

 

Dy 
x 

y 

2a 
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bnمقادیر
i  وbs

i     معرف مقادیر مرزی معلاوم تانش و تغییار شاکل

نیز ضریب تأثیر متناسب باا هندساه و شارایط    Css(i, j)هستند و

jورد مجهاولات  بارگذاری اسات کاه در مجماوع بارای بارآ     

nD و
j

sD[3،24] استفاده می شوند. 
 

سنجي برنامة عددی توسعه داده شده اعتبار -9

(2DFPM) 

برای اعتبارسنجی روش ارائه شده از چنادین مسائلة سااده کاه     

سانجی  بارای اعتبار . اساتفاده شاد   ،باشاند دارای حل تحلیلی می

دار در زاویاه  یک تارک مرکازی   سازی مدلضرایب شدت تنش از 

منظور برآورد دقات روش  همچنین به. دشمحیط محدود استفاده 

عااددی توسااعه داده شااده در تخمااین ناارخ آزاد سااازی اناارژی  

تاارک خمیااده تحاات کشااش دو محااوره در محاایط    کرنشاای،

دلیل استفاده از این مساائل وجاود حال    . دش سازی مدلنامحدود

ن ارائاة حال عاددی توساط دیگار      و همچنای  ها آنتحلیلی برای 

مقایسة حل عددی صورت گرفته . استمحققین برای این مسائل 

توسط روش ارائه شده و حل تحلیلی مسائل نشاان داد کاه روش   

 .داردارائه شده دقت بالایی 

 دار در محیط محدودزاويه  2ترک مرکزی -5-9

برای اعتبارسنجی برنامة عاددی ارائاه شاده در محایط محادود،      

دار که در درون یک صافحه باا   سازی یک ترک مرکزی زاویهمدل

ساپس مقاادیر بهنجاار شادة     . ابعاد محدود قرار دارد انجاام شاد  

ضریب شدت تنش برای نوک ترک محاسبه و با مقادیر ارائه شده 

 . در مراجع مقایسه شد

با زاویاة   xکه نسبت به محور  2aدر این مسأله یک ترک با طول 

( h/w)ای با نسبت طول به عارض  ون صفحهقرار دارد، در در 41

صافحة محادود تحات    (. الاف -4شکل )د شسازی مدل 2برابر با 

صورت قرینه بر سطوح انتهاایی  قرار داشته که به تنش کششی 

 . شدآن وارد می

های ز صفحة محدود، ترک مرکزی و المانسازی مرنحوة گسسته

ب -4و نوک تارک، در شاکل   ی کوادراتیک ها ناثابت بوسیلة الم

 1در این شکل تارک مرکازی باه وسایلة     . نشان داده شده است

المان نوک ترک و مرز صفحه نیز به وسیلة  2المان کوادراتیک و 

دو المااان ثاباات . المااان کوادراتیااک گسسااته شااده اساات    3

منظاور جلاوگیری از   کوادراتیک نیاز در گوشاه هاای صافحه باه     

ضرایب شدت تنش حاصله نشاان  . اده شده اندچرخش آن قرار د

باا دقات    2DFPMدهد که مقادیر به دسات آماده از برناماة    می

 تطاابس دارناد   بسیار بالایی با نتایج منتشر شده توسط علی آبادی

 (.1جدول ) [21]

 
 

-2 -1 0 1 2

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x (m)

y
 (

m
)

Fixed Element

Fixed Element

QuadraticElement

Crack Tip
Element

Centeral
Slant crack

 
 

 
-و دارای ترک مرکزی زاویه ششصفحة محدود تحت ک -الف :9شکل

محدود به همراه ترک مرکزی و  سازی مرز صفحةنحوة گسسته-،بدار
 ی ثابتها آنالم

ترک خمیده تحت کشش دو محوره در محییط   -2-9

 نامحدود

های خمیاده و منحارف شاده در    با توجه به احتمال حضور ترک

اعتباار برناماة عاددی پیشانهاد داده      ،[4] ها و اجسامدرون سازه

یک  منظوربدین . ترک خمیده سنجیده شد سازی مدلشده برای 

ای باا زوایاای مختلاف مرکازی کاه در یاک محایط        ک دایاره تر

-1شاکل )های کششی قرار دارد مدل گردید نامحدود تحت تنش

 (. الف

، و نارخ  KIIو  KIحل تحلیلی مد یک و دو ضریب شادت تانش،   

ای، توساط  برای یک تارک دایاره  ( G) 21آزادسازی انرژی کرنشی

 :ه استارائه شد  1به صورت رابطة  (] 2[) 31و رایس  3کوترل

w w 

2a 

 

h 

h 
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که تحت تنش کششی  m1=rای با شعاع یک ترک دایره

قرار دارد با تغییر زوایای مرکزی مطالعه  MPa1 =σدومحورة 

دربرگیرنده شامل مدول  محیطخصوصیات مکانیکی . شد

 برای . است  /2و نسبت پواسون  GPa1 =Eالاستیسیته 

 دار در صفحة محدودشدت تنش بهنجار شده برای ترک زاویهمقادیر ضریب  :5جدول 

a/w  / ( )IK a   / ( )IIK a  

 2DFPMنتایج  
نتایج تحقیس علی 

 .[21]آبادی 
 2DFPMنتایج 

نتایج تحقیس علی 

 .[21]آبادی 

2/  11 /  12/  113/  11/  

3/  14 /  14/  122/  12/  

4/  1 2/  1 /  131/  13/  

1/   12/   1/  112/  11/  

 /    2/    /  1 3/  1 /  
 

الماان ناوک    2المان کوادراتیک به همراه   1ترک از  سازی مدل

  1وسایلة  هسازی مرز ترک خمیده با گسسته. ترک استفاده شد

 .ه استالمان نوک ترک صورت پذیرفت 2المان کوادراتیک و 

 
 های کششی یکنواختای تحت تنشترک دایره :1شکل 

نارخ آزادساازی انارژی کرنشای      عددیمقادیر تحلیلی و مقایسة 

(G ) دهد نشان می نتایج بررسی. ستانشان داده شده  در شکل

 دارای دقت کاافی در حال   2DFPM برنامة مقادیر حاصل ازکه 

 .باشندمیهای خمیده و منحرف شده مسائل مربوط به ترک
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Analytical Solution

2DFPM

 
ای با زوایای برای ترک دایره( G)نرخ آزاد سازی انرژی کرنشی  3شکل 

 مرکزی مختلف

 32مرکزینمونه ديسکي بدون ترک  -3-9

نموناة   ساازی  مادل برای اعتبارسنجی برنامة عددی ارائه شده در 

برزیلی و برآورد تنش های افقی و عمودی در درون نموناه، یاک   

 و تحات بارگاذاری قطاری   کازی  نمونة دیساکی بادون تارک مر   

تنش های افقای و عماودی در امتاداد     .( شکل ) شد سازی مدل

جدول )ند شدمحاسبه و با نتایج تحلیلی مقایسه  نمونه محورهای

ساانتیمتر، فشاار      1قطار نموناه    سازی مدلدر این (. 2شمارة 

و مدول یاناگ    /1مگاپاسکال و نسبت پواسون  1وارده بر نمونه 
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  1مرز نمونه با اساتفاده از  . مگاپاسکال بوده است   22برابر با 

 . دش سازی مدلالمان 

 
  نمونه برزیلی بدون ترک مرکزی تحت باگذاری خطی :8شکل 

چگونگی توزیع تنش افقی در درون نمونه نشاان داده   1در شکل 

گونه که در شکل نشان داده شده است بیشترین همان. شده است

ه و در امتداد تانش وارده ایجااد شاده    تمرکز تنش در مرکز نمون

بنابراین توسعة ترک کششای بیشاتر در میاناة نموناه و در     . است

گیرد و با فاصله گرفتن از مرکز نموناه   امتداد بار وارده صورت می

 . یابند تنش های کششی به شدت کاهش می

X(m)

Y
(m

)
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توزیع تنش در نمونة دیسکی حاصل از برنامة عددی  :3شکل 
2DFPM 

 

 

 نمونه برزیلی xدر امتداد محور  بهنجارشده تنش های افقی و عمودی :2جدول 

x/R /xx p /yy p 

 نتایج تحلیلی 2DFPMنتایج حاصل از  نتایج تحلیلی 2DFPMنتایج حاصل از  

   312/   31 /  11  /  -111 /  -

1/   3  /   3 2/  111 /-  11  /-  

2/   334/   331/  1   /  -1   /  -

3/   2 4/   2  /   141/  - 14 /  -

4/   2  /   2 1/      /  -   1/  -

1/   143/   144/    2 /  -  24/  -

 /      /     1/   4  /  - 4 1/  -

 /    4 /    4 /   32 /  - 321/  -

 /    11/    11/   2 3/  - 111/  -

1/     3/     4/    1 /  -   1/  -

1  -   -  

 33مرکزینمونه ديسکي دارای ترک  -9-9

 ساازی  مادل برای اعتبارسنجی برنامة عددی ارائاه شاده در   

نمونة دیسکی دارای ترک مرکزی و قابلیات ایان برناماه در    

تعیین دقیس مقادیر فااکتور شادت تانش روی ناوک تارک      

رای تارک  موجود در نمونة دیسکی، یاک نموناة دیساکی دا   

مرکاازی کااه تحاات بارگااذاری محااوری در امتااداد یکاای از 

که تارک  با توجه به این. دش سازی مدلاست، قطرهای خود 

ای کاه در آن  دسات آرودن زاویاه  هب استدارای مد ترکیبی 
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یاباد توساط   ترک فقط تحت مد برش خالص گساترش مای  

در ایان مطالعاه نیاز    . اسات  شاده محققین مختلفی مطالعه 

ب قراگیاری تارک دارای ماد برشای خاالص در      زاویة مناس

درون نمونة برزیلی برآورد شد و با نتایج ارائاه شاده توساط    

نتاایج نشاان   (. 3جدول شامارة  )دیگر محققین مقایسه شد 

می دهد که برنامة عددی توسعه داده شده قابلیت مناسابی  

هااای در باارآورد پارامترهااای مکانیااک شکسااتی در نمونااه 

ساانتی     1ها قطار نموناه   سازی مدلدر این . دارددیسکی 

مگاپاساکال و نسابت پواساون      2متر، فشار وارده بر نمونه 

 . مگاپاسکال بوده است     1و مدول یانگ برابر با   /21

 
 

 دارای مد خالص برش برای ترک هایی با طول مختلف()زاویه قرارگیری ترک  :3جدول 

a/R  2نتایجDFPM 
 34نتایج تحقیس اتکینسون

[2 ]. 

و  31نتایج تحقیس آواجی

 .[ 2]  3ساتو

  3نتایج تحقیس سانچز

[21]. 

1/   2/21  /21  - -

2/   4/2   /2   - -

3/  1 /2  2/2  2/2   /2  

4/  23/21 4/21 2/21 2/21 

1/   /23 3/23 1/22 2/23 

 /  3 /2  3/21 1/2   /2  
 

 ونة ديسکي گسترش ترک در نم سازی مدل -1

منظور بررسی چگاونگی توساعه تارک مرکازی در نموناة      به

عددی چنادین نموناة    سازی مدلبرزیلی تحت فشار خطی، 

دیسکی دارای ترک مرکزی باا زاوایاای قرارگیاری متفااوت     

 GPa1 =E ،21/ =υپارامترهای الاستیک نموناه . انجام شد

MPa mو چقرمگی برابر باا  
هاای  تانش . فارض شاد    /0.52

 yمگاپاسکال بوده کاه در جهات محاوره     - 2وارده فشاری 

 . اعمال شده است

بارای دو   IIو  Iتغییرات فاکتور شدت تنش مد   1در شکل 

-هماان . نشان داده شده اسات  a/R= / و  a/R= /3نسبت 

 a/Rگونه که در شکل نشان داده شاده اسات بارای نسابت    

درجاه در    2، ترک با زاویاة قرارگیاری حادود     /3برابر با 

لازم باه ذکار اسات    . خواهد باود ( IIمد )الت برش خالص ح

 Iبرش خالص زمانی رخ می دهد که فاکتور شدت تنش ماد  

در  Iفاکتور شادت تانش ماد    (.  1شکل )برابر با صفر باشد 

قبل از این زاویه مثبت و بعد از آن منفی است ولای فااکتور   

فاکتور شادت تانش   . همیشه مثبت است IIشدت تنش مد 

، در اسات ر وجود تانش فشااری در ناوک تارک     منفی بیانگ

بیاانگر   IIحالی که مثبات باودن فااکتور شادت تانش ماد       

. اسات یکسان بودن جهت سطوح لغزش ترک نسبت به هم 

ماد خاالص    a/Rکه با افازایش نسابت    نتایج نشان می دهد

 . دهدبرش در زاویة کمتری رخ می

د میزان جابجایی نرمال و برشی در امتادا  12و  11در شکل 

گوناه  همان. ترک برای زوایای مختلف نشان داده شده است

که مشخص است با افزایش زاویاة قرارگیاری تارک میازان     

باه مثبات   ( بازشادگی )جابجایی نرمال ترک از حالت منفای 

  2/2این تغییر حالت در زاویاة  . کندتغییر می( بسته شدن)

  1دهد که با نتایج ارائه شده در شکل شامارة  درجه رخ می

بااا افاازایش زاویااة قرارگیااری تاارک میاازان . مخااوانی دارده

 41جابجایی برشی در امتداد آن افزایش یافته که در زاویاة  

درجه به حداکثر خود رسیده و برای زوایای بیشاتر کااهش   

لازم به ذکر است که در این مطالعه فارض بار ایان    . یابدمی

 است که ترک باز بوده و سطوح آن با هم در تماس نباوده و 

بنابراین چسبندگی و زاویة اصطکاک بین سطوح آن وجاود  

 .استندارد و شرایط ترک باز بر آن حاکم 
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 در زوایای مختلف قرارگیری ترک a/R= / و  a/R= /3تغییرات فاکتور شدت تنش در نوک ترک موجود در نمونة دیسکی برای دو نسبت  :51شکل 

 

 مختلف بارگذاریمیزان بازشدگی ترک برای حالات  :55شکل 

 

 میزان تغییر شکل برشی در امتداد ترک برای حالات مختلف بارگذاری :52شکل 
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زاویاة   بار حساب  تغییرات زاویة انتشاار تارک    13در شکل 

نشاان داده شااده   a/Rنساابت هاای مختلااف   درآن  امتاداد 

دهد که با افزایش زاویاة تارک، زاویاة    نتایج نشان می. است

این افازایش تاا زاویاة قرارگیاری      .دارآن افزایش می یابتشان

  2از  بایش زوایاای   درتر بوده ولای  درجه سریع  2حدود 

منجر باه   a/Rافزایش نسبت . یابددرجه روند آن کاهش می

شود، که بارای تارک باا    میترک افزایش اندک زاویة انتشار 

نااچیز   a/Rدرجه تأثیر نسابت    2زاویة قرارگیری کمتر از 

. اسات  درجه تأثیر آن بیشتر  2از  بیشبوده و برای مقادیر 

منجار باه افازایش زاویاة      a/Rکلی افزایش نسبت  صورتهب

نیاز   هاا ساازی  مادل کاه ایان مسائله در     شاده انتشار ترک 

 .مشخص است

 [ 3،  1]توسط دیگار محققاین    شدهانجاممطالعات تجربی 

دهد که باا افازایش زاویاة    های برزیلین نشان میروی نمونه

، گسترش ترک از نوک آن صورت نگرفتاه و  قرارگیری ترک

-ایجااد مای   موجودیک ترک کششی جدیدی از میانة ترک 

پیشنهادی بارای تعیاین مارز باین رشاد تارک        زاویة. شود

 بارآورد درجه  1 موجود و ایجاد ترک کششی جدید حدود 

برابار   a/Rترکی با نسبت در این مطالعه بنابراین  .شده است

درجاه در یاک نموناة دیساکی      1 و حداکثر زاویاة    /3با 

از معیاار تانش مماسای حاداکثر، بارای       که دش سازی مدل

مسایر   14در شاکل  . اساتفاده شاد   آنتخمین جهت رشاد  

درجاه نشاان داده شاده     1 تاا    توسعه ترک برای زوایای 

 .است

 

 a/Rتغییرات زاویة انتشار ترک نسبت به زاویة امتداد آن برای نسبت های مختلف  :53شکل 

مد خالص ( β= )کم  دهد که در زوایایایج نشان مینت

I(کشش ) حاکم بوده و ترک در امتداد اولیه خود شروع به

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   ولی با افزایش زاویة قرارگیری  کندگسترش می

با . شودانجام می( I-II)ترکیبی  رشد ترک در حالت مد

های فشاری روی سطح ترک افزایش زاویة ترک، تنش

های کششی نیز به همان نسبت کاهش افزایش یافته و تنش

 (.1شکل )یابند می

باارای باارآورد تااأثیر اناادازة تاارک باار مساایر گسااترش آن،  

برابار باا    a/Rنسابت  )های مختلاف  ترک با طول سازی مدل

نتایج نشان داد که باا  (. 11شکل )جام شد ان( /3و  /2،  /1

افزایش طول ترک فاکتور شدت تنش در نوک ترک افزایش 

و زمانی که زاویة امتاداد تارک افازایش    (  1شکل )یابد می

در نمونة دارای  IIیابد بالاتر بودن فاکتور شدت تنش مد می

. شاود تر منجر به توسعة بیشتر ترک مای ترک با طول بزرگ

کمتر همیشه میازان تانش کششای و     ی طولدر ترک دارا

و به همین  استفشاری نسبت به ترک با طول بیشتر، کمتر 

بارای نموناة باا طاول      Iنسبت نیز فاکتور شدت تانش ماد   

شاکل  )نظر از علامت آن همیشه بیشاتر اسات   بیشتر صرف

دهد که مسیر گسترش ترک با افازایش  نتایج نشان می(.  1

که این مسائله منجار   ( 11شکل ) یابدکاهش می طول ترک

لازم به ذکار اسات در   . شودبه شکست زود هنگام نمونه می

ای های مختلف ترک، مسیرهای توسعة ترک باه گوناه  طول

در امتاداد  ( reorientation)گیری مجادد  است که با جهت

گیرناد و بناابراین انادازة تارک در     محور بارگذاری قرار مای 



   پژوهشی مهندسی معدن-نشریه علمی                                                                                                                                      سید حسین میرزینلی یزدیا؛ محمود بهنی         

 

55 
 

.اسات حالی که زاویة قرارگیری ترک دارای تاأثیر بیشاتری   وساعة تارک نادارد در    نهایت تأثیر چندانی بر مسایر کلای ت  
 

 
00   

 
015   

 
030   

 
045    

060   
 

075   

یر گسترش ترک در نمونة برزیلی برای ترک با زاویة قرارگیری مختلفمس :59شکل 

 

های مسیر گسترش ترک در نمونة برزیلی برای ترک با طول :51شکل 
 مختلف و دارای زاویة قرارگیری یکسان

 گیرینتیجه -3

هاای دیساکی   منظور بررسی چگونگی گسترش ترک در نموناه به

متفااوت در نموناة   ترک مرکزی دارای هندسة  سازی مدلشکل، 

-تحلیال نتاایج  . برزیلی با استفاده از روش المان مرزی انجام شد

دهد که افزایش زاویة قرارگیری ترک منجر های عددی نشان می

. شااودبااه افاازایش مقاوماات و افاازایش مساایر توسااعة تاارک ماای

الب خواهد بود که با افزایش زاویة غ Iهمچنین در زوایای کم، مد 

، مد خاالص بارش در باازة    a/Rه به نسبت قرارگیری ترک و بست

با افزایش زاویه قرارگیری تارک،  . درجه رخ خواهد داد  3تا  21

منفی خواهد شد و بناابراین روی ناوک    I  مد فاکتور شدت تنش

بر  IIدر این بازه تأثیر مد . ترک تنش فشاری وجود خواهد داشت

کتور درجه که فاا   1گسترش ترک بیشتر خواهد بود تا در زاویة 

متوقف  طور کاملبهبرابر با صفر می شود ترک  IIشدت تنش مد 

 . شود

با افزایش زاویة ترک نسبت به امتداد بارگذاری در نمونة برزیلای،  

نیز منجر به  a/Rیابد و افزایش نسبت زاویة انتشار آن افزایش می

 .شودافزایش اندک زاویة انتشار می
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نی تارک تغییار چنادا    با افزایش طول ترک،مسیر نهاایی توساعة  

تر شده و از طرفی افزایش فااکتور  نماید ولی این مسیر کوتاهنمی

شدت تنش متناسب با طول نمونه موجب کاهش مقاومت نموناه  

 . خواهد شد

 ساازی  مدلتواند برای برنامة عددی توسعه داده شده به خوبی می

گسااترش تاارک در نمونااه هااای دیسااکی شااکل بااه کااار رود و  

خاوبی  را باه  شاده بیاان هاای  کانیک شکست نموناه پارامترهای م

 . کندبرآورد 
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