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چکیده

-ترین و از جمله متداولروش هاردي کراس یکی از قدیمی. ودربه شمار میمعادن ترین مراحل تهویه یکی از مهمي تهویه هاتجزیه و تحلیل شبکه
یابد تا خطا به حد ن تکرار معادلات آن قدر ادامه میو طی آاست این روش یک روش حل تکراري . هاي تهویه استهاي تحلیل شبکهترین روش

به علاوه . ها بستگی داردها و انتخاب صحیح حلقهقادیر فرضی اولیه شدت جریان شاخهدر وهله اول به ماین روش آهنگ تقارب . ناچیز برسد
آنکه در صورتی که شدت نخست . پردازدها میو اثبات آنعت آن تأثیرگذار هستند که این مقاله به بررسی عوامل دیگري نیز بر همگرایی و سر

که شدت و دیگر آنهاي مربوط به آن منفی شود، جهت جریان در شاخه یادشده تغییر نکنداي پس از جمع جبري با خطاي حلقهجریان شاخه
یک در ادامه . با علامت جبري خود در مخرج رابطه هاردي کراس در نظر گرفته شوددر تکرار بعد، هادر محاسبه خطاي حلقهشده جریان شاخه یاد

پاسخ شده بررویکرد اثباتنتایج حاصل از . رفسون استفاده شد-مورد تحلیل قرار گرفته و براي اعتبارسنجی نتایج از روش نیوتنشبکه فرضی 
.داردانطباق رفسون -حاصل از روش نیوتن

کلمات کلیدي
تحلیل شبکه، روش هاردي کراس، تقارب پاسخ
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مقدمه- 1

و در واقع واقعی معدنسیستم تهویه بیان ریاضی، شبکه تهویه
اي از مسیرهاي مختلف هوا در معدن و اطلاعات مجموعه

دن از تعدادي حلقه هاي تهویه معاشبکه. همراه با آن است
نقاط . دادي شاخه داردهر حلقه تعتشکیل شده است که 

مقصود از تحلیل . شودیده میها به یکدیگر گره ناماتصال شاخه
که Qها آن است که با معلوم بودن شدت جریان کلی شبکه

:  ]1[دست آیدهشود، مجهولات زیر بمیکه وارد شب

هادر تمام شاخهشدت جریان هوا
هاجهت صحیح جریان هوا در شاخه
مقاومت کلی شبکه
افت فشار کلی شبکه

هاي مختلفی ارائه کنون روشه، تاهاي تهویبراي تحلیل شبکه
ها نترین آاز جمله قدیمیهاردي کراسروششده است که

]. 2[ارائه شد1936است که اولین بار طی مقاله اي در سال 
هاي توزیع آب براي تحلیل شبکهدر اصلاین روش اگرچه

هاي ها محققین آن را براي تحلیل شبکهارائه شده بود اما بعد
توان به تحقیقات وانگ هویه به کار بردند که از جمله میت

هاي تحلیلی روشعلاوه بر روش هاردي کراس ]. 3[اشاره کرد
-دیگري نیز بدین منظور ارائه شده است که روش نیوتن

وش تئوري رو ) Hو ΔQبا دو زیرروش معادلات (رفسون 
ها است که ابتدا در پایان نامه ترین آنخطی از جمله مهم

مطرح شد و جزئیات روش طی دو مقاله انتشار ] 1[ملکی
دیگري نیز انجام گرفته است در این زمینه تحقیقات .]4[تیاف

در ]. 6[اشاره کردکیم و موتمانسکی توان به تحقیقات که می
این مقاله نحوه استفاده از روش هاردي کراس تشریح شده 

معادلات، از آنجا که در بعضی موارد به هنگام تکرار . است
بنابراینرسد شود و یا دیر به همگرایی میفرایند همگرا نمی

املی است که بر همگرایی هدف اصلی از این مقاله بررسی عو
.گذارندتأثیر می

مبانی روش هاردي کراس-2

توان مجموعه معادلاتی میشبکه تهویه مجهولاتبراي تعیین
: ]1،4[را به شرح زیر نوشت

∆:ها رابطه زیر صادق استدر مورد هر یک از شاخه- الف = )1(

مقاومت شاخه و افت فشار شاخه، ∆که در آن 
.شدت جریان عبوري از شاخه است

∑: توان نوشتدر مورد هر گره رابطه زیر را می-ب = 0 )2 (

∑: ها رابطه زیر وجود داردسرانجام در مورد حلقه-ج = 0 )3  (

ه ب4هاي لازم براي تعدیل شبکه از رابطه حداقل تعداد حلقه
=]: 1[آیددست می − + 1 )4(

ها و شاخهدتعداها، حداقل تعداد حلقهnکه در آن
اي انتخاب کرد که گونهها را باید به حلقه. استها تعداد گره

هاي شبکه لااقل در یک حلقه شرکت داشته هر یک از شاخه
.باشد

ها را سیستم معادلات تحلیل شبکه3تا 1مجموعه معادلات 
هاي روشه در حالت کلی حل آنها بادهند کتشکیل می

قریبی از جمله هاي تپذیر نیست و باید از روشمعمولی امکان
ی یکهاردي کراس روش .]2[کمک گرفتکراس هاردي روش 

-زیربناي بسیاري از برنامههاي تقریبی و ترین روشاز متداول
روش تعدیل شدت دو زیراین روش .هاي کامپیوتري است
،رودکار میه و آنچه در عمل بداشتهجریان و تعدیل فشار 

-ا را تراکمهودر بررسی حاضر .]1[روش اول استمعمولاً زیر
-بادل گرما را نیز نادیده میو تکنیم میناپذیر و خشک فرض

.مگیری

ست و طی آن روش هاردي کراس یک روش حل تکراري ا
یابد وند و این تکرار آن قدر ادامه میشروابط به دفعات حل می
شود که این روش فرض میدر. برسدتا خطا به حد ناچیزي 

رابطه عمومی روش . ها تنها تابع یک متغیرندحلقههر یک از 
∆: ]1[استزیر به صورت = − ∑∆∑ )5(

هاي حلقه جمع جبري افت فشار شاخه∆∑که در آن 
آنها در جهت هایی که حرکت هوا درشاخهافت فشار . است
، هاي با جهت عکست حلقه است مثبت و افت فشار شاخهمثب

مجموع ∑ه در این رابط. شودگرفته میمنفی در نظر 
ها بدون در نظر ضرب مقاومت در شدت جریان شاخهحاصل
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این . گرفتن جهت مثبت یا منفی حرکت هوا در آنها است
6رابطه هاي حاوي بادبزن به صورت قهرابطه در مورد حل

∆.بودخواهد = − ∑∆∑ )6(

شیب منحنی مشخصه بادبزن در حوالی نقطه Sکه در آن 
.که ممکن است مثبت یا منفی باشدعملکرد است

کراسحل مسائل با روش هاردي- 3

عبارت کراس ها با استفاده از روش هاردي هبکمراحل تحلیل ش
: ]1[است از

اي در ها مقادیر فرضی به گونهبراي شدت جریان شاخه- الف
.ها صفر شودگیریم که جمع جبري شدت جریان گرهنظر می

تر باشد محاسبات زودتر هر چه حدس اولیه به واقعیت نزدیک
.به نتیجه خواهد رسید

هایی که حرکت هوا در آنها در جهت افت فشار شاخه-ب
، هاي با جهت عکسحلقه است مثبت و افت فشار شاخهت مثب

خطاي شدهبراساس رابطه ذکرو شودگرفته میمنفی در نظر 
.شودن هر حلقه در هر مرحله محاسبه میشدت جریا

کت کنند، خطاي ها در چند حلقه شراگر بعضی از از شاخه-ج
ی که در هایع جبري خطاي حلقهها از جممربوط به این شاخه

.آیدشرکت دارند بدست میآنها

ها، ت جریان فرضی اولیه با خطاي حلقهبا جمع جبري شد- د
از مبانی .آیدمیدسته ها بشدت جریان جدیدي براي شاخه

ست که حتی اگر شدت جریان در یک شاخه منفی اروش آن
.شود، جهت جریان تغییر داده نشود

ها از م حلقهکنیم تا خطاي تماآن قدر تکرار میمراحل را - ه
.حد مجاز مورد نظر کمتر شود

عوامل موثر بر همگرایی روش- 4

قادیر فرضی اولیه تقارب روش هاردي کراس نه تنها به مآهنگ 
ی دارد بلکه به انتخاب درست ها بستگشدت جریان شاخه

در این بین دو نکته مهم دیگر نیز . ]1[ها نیز وابسته استحلقه
هاعدم رعایت آنلت دارند که موضوع این مقاله است و دخا

آنکه نخست . شدمنجر به واگرائی و عدم تقارب پاسخ خواهد
اي پس از جمع جبري در صورتی که شدت جریان شاخه

در هر تکرار منفی شود، ها اولیه با خطاي حلقهشدت جریان 

تکرار جهت جریان در شاخه یادشده تغییر نکند و تا انتهاي
. در حالت اولیه باقی بماندشودمطلوب که منجر به پاسخ می

اي پس از جمع آنکه در صورتی که شدت جریان شاخهدیگر 
در تکرار منفی شود، هاي مربوط به آنبا خطاي حلقهجبري 

دشده به صورت جریان شاخه یاشدت5در مخرج رابطه بعد
عبارت غم آنکهبه عبارت دیگر علیر.شودمنفی در نظر گرفته ضرب مقاومت در مجموع حاصل5در مخرج رابطه ∑
نظر گرفتن جهت مثبت یا ها بدون درشدت جریان شاخه

، شدت جریان باید با علامت ها استمنفی حرکت هوا در آن
زیر به صورت بیان ریاضی این نکته .جبري خود لحاظ شود

∑: است = ( ) + ( ) + ( ) +⋯+( ) )7(

که در آن شدت جریان هر شاخه با علامت جبري خود وارد 
. شودمحاسبات می

برابر باید هاي هر حلقه شاخهکه جمع جبري افت فشاراز آنجا 
شدت ها، ت شاخهمقاوماگربنابراینشود صفر 

nها و واقعی شاخهشدت جریان ها،فرضی شاخهجریان 

: خواهیم داشت3مطابق رابطه هاي حلقه باشند، تعداد شاخه

= 0
موافق با آنها هایی از حلقه که جهت جریان تعداد شاخهkاگر 

هایی از حلقه که شاخهتعدادl،جهت قراردادي حلقه است
مخالف با جهت قراردادي حلقه است، آنها جهت جریان 
جهت جریان موافق با هاهایی که در آنشاخهشدت جریان 

هایی که شاخهشدت جریان ، استجهت قراردادي حلقه
است و جهت جریان مخالف با جهت قراردادي حلقه ها در آن هایی که شاخه در یان حلقهخطاي شدت جرجمع جبري ∆

=: خواهیم داشتباشد، آنها شرکت دارد  + → ∑ − ∑ = 0 )8 (

∑ ( + ∆ ) − ∑ − ∆ = 0 )9(

خواهیم از یک هاي مرتبه بالاتر با صرف نظر از بینهایت کوچک
:داشت
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∑ ( + 2 . ∆ ) − ∑ −2 .∆ =0 )10(∑ + 2∆ ∑ − ∑ +2∆ ∑ = 0 )11(

∆ = − ∑ − ∑2∑ + 2∑= − ∑ ∑∑ )12(

∆]: 3و1[توان نوشتمطابق نظر وانگ رابطه زیر را می = )13 (

حفظ علامت 13در رابطه علت استفاده از قدرمطلق 
علامت جبري . منفی باشددر مواردي است که ∆جبري 

صرف نظر از جهت جریان هوا در شاخه همواره مقاومت 
جمع جبري افت فشارها در نظریه وانگ مطابق . مثبت است

): ]3[، ]1[شدخواهدKحلقه  ) = ∑ − −≠0 =1,2,…, )14(

شود، فرض میکه تنها تابع Kمعادله حلقه که در آن 
عناصر ماتریس بنیادي حلقه، ها، تعداد شاخه
، jشدت جریان فرضی شاخه ، jمقاومت شاخه 

افزایش ، jافزایش فشار ناشی از تهویه طبیعی در شاخه 
اي هتعداد حلقهmو jشده در شاخه ناشی از بادبزن نصب

4هاي بنیادي از طریق رابطه تعداد حلقه. بنیادي خواهد بود
دهنده ماتریس بنیادي حلقه نمایش.شدسبه خواهدمحا

Kدر حلقه jاگر شاخه . هاي بنیادي یک شبکه استحلقه

=حلقه باشد جهت موافق آن جهت و شرکت داشته  1
=و در حالتی جهت آن مخالف جهت حلقه باشد  −1

=شرکت نداشته باشد Kدر حلقه jاگر شاخه . است 0
+اگر . خواهدبود شدت جریان اصلاح شده تکرار ∆

+: بعد باشد، خواهیم داشت ∆ → )15(

است Kتصحیح مربوط به معادله یا حلقه ∆در این رابطه 
گر آن است که عبارت بعد از فلش جایگزین و فلش نیز نشان

استفاده از سري با 14اگر رابطه . عبارت قبل از آن شده است
تر از هاي مرتبه بالانهایت کوچکه و از بیدتیلور بسط داده ش

): ]3[، ]1[صرف نظر شود، خواهیم داشتیک  + ∆ ) = ( ) + ∆ ( ) )16   (

)با فرض  + ∆ ) = و حل آن نسبت به 0
∆: خواهیم داشت = − ( )( ) )17(

ثابت jشده در شاخه افزایش فشار ناشی از بادبزن نصباگر
آیدزیر در میبه شکل 17است و رابطه باشد، مشتق آن صفر 

]: 3و1[

∆ = − ∑ ∑ )18(

ها در خهباید قدرمطلق مقدار شدت جریان شانظر وانگ طبق 
سه از نظر نویسندگان این مقاله .لحاظ شود18مخرج رابطه 

: وارد است) 18رابطه (وانگ ایراد به نظریه 

2به صورت 14مشتق رابطه - الف ∑
ضریب بوده و به همان محاسبه شده است، در صورتی که 

. شودریب ثابت در محاسبه مشتق وارد میبه صورت ضشکل 
: به صورت زیر است18رابطه تر شکل صحیح

∆ = − ∑ ∑ )19(

با توجه به آنکه در روش هاردي کراس در ابتدا جهت و -ب
-ها در نظر گرفته میفرضی براي جریان هوا در شاخهمقدار
کند، حتی ها تغییر نمیو تا انتهاي محاسبات جهت شاخهشود 

مثبت و در نتیجه منفی باشد اگر مقدار 
با توجه به موافق یا مخالف ∆از این رو مقدار . بودخواهد
مثبت یا منفی به ترتیب با جهت حلقه جهت جریان بودن 
با توجه به تعریف ریاضی تابع قدر 13اما رابطه . بودخواهد

: آمدمطلق به صورت زیر در خواهد

= − < 0≥ 0
→ ∆ = − < 0≥ 0 )20(
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منفی باشد هنگامی که 20به عبارت دیگر طبق رابطه 
که جهت جریان موافق حلقه باشد منفی در صورتی∆مقدار 

و هنگامی که جهت جریان شاخه مخالف جهت حلقه باشد 
آنچه که پیش از این بیان شد در این مطلب با . مثبت است
aشاخه داراي اي با حلقهبه عبارت دیگر اگر .تناقض است

شاخه با شدت جریان منفی bشاخه با شدت جریان مثبت و 
=که طوريه باشد ب فرض آنکه در باشد و با+

افزایش فشار ناشی از بادبزن یا هاي حلقه هیچ یک از شاخه
):خواهیم داشتنداشته باشد، تهویه طبیعی وجود  ) = ∑ = ∑ +∑ − )21(

براي 1که به ترتیب با توجه به مقادیر 21نتیجه رابطه 
براي مخالف بودن - 1موافق بودن جهت جریان با جهت حلقه، 

جهت جریان با جهت حلقه و صفر براي عدم حضور شاخه در 
.بودخواهد9و 8حلقه است، مغایر با نتایج روابط 

): برابر است با21رابطه از طرف دیگر مشتق -ج ) =∑ 2 + ∑ −2 =2 ∑ − 2 ∑ )22(

، این رابطه مغایر با با توجه به مقادیر ،مشابهطور به 
.است12و 5مخرج روابط 

- شدت جریان شاخهکه شودبه موارد یادشده ثابت میبا توجه
به .لحاظ شوند5با علامت جبري خود در مخرج رابطه باید ها 

فرضی مورد منظور تشریح این ادعا طی مثالی یک شبکه 
حاصل از با نتیجه دست آمدهبهمقادیر تحلیل قرار گرفته و 

.رفسون مقایسه شده است- روش نیوتن

ارائه مثال-5

حفریات افقی را که مرکب از تعدادي 1شبکه تهویه شکل 
ها را با گیریم و شدت جریان شاخهمعدنی است در نظر می

مقاومت . کنیمهاردي کراس محاسبه میاستفاده از روش
نیز تخمین اولیه شدت جریان ها برحسب کیلومورگ وشاخه
ها برحسب مترمکعب در ثانیه در شکل مشخص شده شاخه
. است

شبکه تهویه فرضی: 1شکل 

: کنیمب پاسخ را با سه رویکرد بررسی میتقار

در صورتی که شدت جریان یک شاخه منفی شود، در - الف
مخرج رابطه شدت جریان با علامت منفی لحاظ شده اما جهت 

منجر به این حالت همان حالتی است که . جریان تغییر نکند
شدت خطاي1در جدول . شوددستیابی به پاسخ صحیح می

ها بر اساس شدت جریان شاخه2ها و در جدول جریان حلقه
.رویکرد محاسبه و درج شده استاین

در صورتی که شدت جریان یک شاخه منفی شود، در -ب
مخرج رابطه شدت جریان با علامت مثبت لحاظ شده اما جهت 

ها و شدت خطاي حلقه4و 3در جداول . نکندجریان تغییر
ها بر اساس این رویکرد محاسبه و درج شده جریان شاخه

.است

ریان یک شاخه منفی شود، در در صورتی که شدت ج-ج
مخرج رابطه شدت جریان با علامت مثبت لحاظ شده و جهت 

درج 5از این رویکرد در جدول نتایج حاصل . کندجریان تغییر
.اندشده

براي اعتبارسنجی نتایج، شبکه مورد نظر با استفاده از معادلات 
ΔQ روش . مورد تحلیل قرار گرفترفسون - روش نیوتندر

ل معادلات است و هاي تقریبی حرفسون از دیگر روش- نیوتن
هاي تهویه نیز به صورتی گسترده و در قالب براي تحلیل شبکه

بر اساس این روش، . ]4[، ]1[رودبه کار میHو ΔQمعادلات 
ها را ر شاخهبراي هر حلقه باید تابع جمع جبري اختلاف فشا

ریس ی و تشکیل ماتگیري ضمنپس از مشتق. تشکیل داد
ها در تکرار توان خطاي شدت جریان حلقهمشتقات ضمنی می

∆]: 1[محاسبه کرد23بعد را از طریق رابطه  ⃗( ) = ∆ ⃗( ) − ⃗ ⃗ )23  (

∆که در آن  ⃗( ∆و ( ⃗( بردارهاي اختلاف شدت (
⃗ام، )n(و ) n+1(در تکرار هاها در حلقهجریان شاخه
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توابع جمع جبري بردار⃗معکوس ماتریس مشتقات ضمنی و 
خطاي شدت 6در جدول ]. 1[ها استاختلاف فشارحلقه

ها تکرار درج شده و شدت جریان شاخه5جریان حلقه ها در 
- به طوري که دیده می.آمده است7تکرار در جدول 5پس از 

رفسون با نتایج رویکرد الف مطابقت -شود پاسخ روش نیوتن
. دارد

نتیجه گیري- 6

هاي دستی مشکل و هاي تهویه معادن با روشتحلیل شبکه
باید از روش هاي تقریبی اجباربهبنابراینگاه غیرممکن است، 

علاوه . حل معادلات از جمله روش هاردي کراس استفاده کرد
ها و انتخاب صحیح شدت جریان شاخهقادیر فرضی اولیه بر م

ن و در نظر گرفتن شدت ها، عدم تغییر جهت جریاحلقه
ها در محاسبه خطاي ت جبري آنها با علامجریان شاخه

در نظر نگرفتن . ها بر همگرایی روش تأثیرگذار هستندحلقه
این نکات سبب واگرایی و یا همگرایی کند روش هاردي کراس 

شده توسط وانگ براي ه رابطه ارائهسه اشکال ب.شدخواهد
فاده از قدر مطلق ها با روش هاردي کراس و استتحلیل شبکه

امی که حدس ها وارد است، از این رو هنگشدت جریان شاخه
ممکن است اي است که ها به گونهاولیه شدت جریان شاخه

د،یآمنفی بدست ها در تکرارهاي بعديت جریان شاخهشد
رسیدن سبب واگرایی یا دیر به پاسخ استفاده از رابطه وانگ 

.خواهدشد

ها بر اساس رویکرد الفخطاي شدت جریان حلقه: 1جدول 

تکرار پنجمتکرار چهارمتکرار سومتکرار دومتکرار اولخطا ∆75/8-4522/2-2279/00192/0-001724/0 ∆5556/26 -9109/0-1266/00100/0-0008515/0

ها بر اساس رویکرد الفشدت جریان شاخه: 2جدول 

تکرار
4444/535556/46-25/6175/388056/7اول
5335/524665/47- 7978/582022/412643/6دوم
6601/523399/47-0257/599743/403656/6سوم

6501/523499/47- 0065/599935/403564/6چهارم
6509515/523490485/47- 008224/59991776/403572725/6پنجم

ها بر اساس رویکرد بخطاي شدت جریان حلقه: 3جدول 

تکرار پنجمتکرار چهارمتکرار سومتکرار دومتکرار اولخطا ∆75/8-74405/1-3703/0-09403/0-02477/0- ∆5556/26 -82013/0-00317/001621/000525/0

ها بر اساس رویکرد بشدت جریان شاخه: 4جدول 

تکرار

4444/535556/46-25/6175/388056/7اول
62427/5237573/47- 50595/5949405/4088168/6دوم
62744/5237256/47-13565/5986435/4050821/6سوم

64365/5235635/47-04162/5995838/4039797/6چهارم
6489/523511/47- 01685/5998315/4036795/6پنجم
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ها بر اساس رویکرد جشدت جریان شاخه: 5جدول 

تکرار

4444/535556/46+25/6175/388056/7اول

3788/586212/4136561/501319/5398681/46دوم

2843/587157/4139681/588749/5211251/47سوم

رفسون-نیوتنتکرار بر اساس روش 5ها پس از خطاي شدت جریان حلقه: 6جدول 

012345تکرار ∆090295/13-1132/11-9924/10-99207/10-99207/10- ∆048242/27-3197/27-3490/27-34912/27-34912/27-
رفسون-تکرار بر اساس روش نیوتن5ها پس از شدت جریان شاخه: 7جدول 

شدت جریان 
شاخه

65088/5234912/47-00793/5999207/4035705/6مقدار
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